Préparation a I'écrit CAPES Mathématiques

Capes 2016, épreuve 1, probleme 1

Ce « probléeme 1 » est constitué de deux probléragszalargement indépendants : I'un fait I'objet des
parties A, B et C et l'autre fait I'objet des pasiD et E avec seulement une allusion a la partie A

Partie A : interpolation de Lagrange

. L.=[U
:Isli_sln “
izk

est un produit den-1 monémes. C’est donc un polynébme de degré . Plar sa

construction il vérifie L, (a,) = Osii#k
S s =k

Supposons qu’il existe un autre polynéiede degrén— Iprenant Iengm mémes valeurs aux mémes
points. Alors,P — L, est un polyndme de degré inférieur ou €gal-a quik’'annule pour chacun deseéels
distinctsa,,...,a,. L'unique polynébme de degré inférieur ou égala qul s’annule em réels distincts est
le polyndme nul :P - L, =0g 4] €t P=1L,

i A - Osiizk
Ly est 'unique polyndme d& ,,[X] qui vérifie L, (a,) = lsiiek

sii=

Une conséquence immédiate en est que pour teuplet de réels(a;,...a,) et tout iD[L n] ;

(gakLkJ(aiﬁai.

De ce fait :zakLk =0p x] = { @oLn) . :[zakLkJ(aiFO} =[0iofLn]) :a; =0].

La famille (Li,....Ln) est une famille libre die polyndmes de I'espack n_1[X].
Il est utile de remarquer dés maintenant (ng.l[x]étant un espace vectoriel dont la dimension edeéga
n, la famille libre den éIéments(Ll,....Ln)est une base de cet espace vectoriel.

R,[X] - R"

P (P(a),....P(a,))

II.1. Pour tout réell et tout couple de polyndmép, Q) de R, ,[X] :

F(AP+Q)=((AP +Q)(a)..-- (1P +Q)(a,)) = A(P(ay)..... P(a,)) + (Qfa)..- Qlay)) = AF (P) + F(Q) . Dot la

linéarité deF.

II. On considére I'applicatioR : {

I.2. PourkO[L, n]: F(L)=¢,.

I1.3. L'image par I'application linéair& d'une baseRn_l[X] est une base de". L'applicationF est donc
une application linéaire bijective.

.1 et 2. Posons : lei f(a )L, . Alors, pour toutkOft,n] = P(ak)zi f(a)Li(a )= f(a.). Ce qui
i=1

i=1
montre lI'existence d’'un polyndme qui prend les mé&maleurs qué aux pointsa, et en donne en méme
temps une expression dans la b(ﬂsie...Ln). S'il y en avait un autre, la différence des dgamkynémes
serait un polyndme de degré au ptus qui s'annulerait poun réels distincts : cette différence serait le
polynédme nul. Il y a aussi unicité.
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Partie B : erreur d’interpolation

I.1. Soienta etb deux réels tels que< b etf une fonctiongjm a valeurs réelles :

» continue sur l'intervalle fermé][ b].
» dérivable sur l'intervalle ouvert] b[
« telle que f(a)= f(b).
Alors, il existe au moins un réeldans l'intervalle ouvertd b tel que f‘(c)= 0

Un corollaire utile du théoréme de Rolle :
Soit g une fonction continue SL[a, b] , dérivable surd, b[ et s’annulant ek points distincts de l'intervalle

[a, b] (k=2). Alors sa fonction dérivég' s’annule en au moink — doints distincts de I'intervall@, b[.

En effet, on note,,...,a, lesk points distincts og s’annule, classés par ordre croissant. Alors latfong
satisfait les conditions du théoreme de Rolle darecun dek - i.htervalles[al,az],..[ak_l, ak]. Il existe
donc au moinsk - 1réels c¢,,....c,; tels que:a<a <c <a,<...<a_ <C,<a <b etverifiant :

g'(c)=..=g'(c)=0.

I.2. Il reste a appliquer ce corollaire a chacune dewéks successives de Au bout dej applications du
corollaire (1s i< n—1), on parvient & la fonction dérivgaéme, qui esin - j fois dérivable suv[a, b] et
s’annule en au moins +1- j réels distincts d@, b[. Sa dérivée, la dérivée d’ordf¢+1) deg, s'annule
en au moingn - j)réels distincts dda, b| .

Au bout den - lapplications du corollaire, on parvient a la fiiorc dérivée(n —1)-iéme, qui est une fois

dérivable sur[a, b] et qui s’annule en au moins deux réels distinets d ]a, b[. Sa dérivée, la dérivée

gjulia2016

d’ordren deg, s’annule en au moins un reel }iheb[

II.L1. P étant le polynébme d’interpolation deen les points d’abscisses,...,a,, pour toutk D{l 2,.., n} :

k=n |, _
P(a, )= f(a ). D'autre part,n X% s:annule en chaque poiatet vaut 1 er.
lc-a,

Il en résulte que, s’annule en les points a,,...,a, et s’annule en outre enElle s’annule donc en au moins

(n+1) points distincts déa, b.

I1.2. La fonctiong. est de la méme classe dueelle estsomme d’une fonction qui appartientﬁ([a,b]), la

fonctionf, et d'une fonction polynéme, indéfiniment dériveabCette somme appartient donc?a([a,b]).
Les hypotheses del.sont satisfaites par cette fonction, sa dérivé@&me s’annule au moins une fois.

n —
11.3. hc(x)z ﬂ X~ & est un produit da mondmes. Il s’agit d’'une fonction polyndme de degréont le
=1 C—ay
- | 1 e
coefficient du terme de plus haut degré eﬂ— e Sa dérivée d'ordra est une
- C_ak ulia2016

G. Julia, 2016 III



Préparation a I'écrit CAPES Mathématiques

1

fonction constante, égale 4n!)x . On en déduit que g, (x) = £ ™ (x)- ((c) - Pc))n,"(x)

n

u(c—ak)

(on note en passant que puisfuest de degré -1, sa dérivée d’ordre est la fonction nulle).

[1l.1. La dérivéen-ieme deg. s’annule en au moins un point [je b] . Il existe un réelf de [a, b] tel que :

() - (gju“a2016 f(c)- P(c))(n!)x ljﬁ =0 cest-a-dire tel que f(c)- P(c)= f((nril()Z) x lj(c— a)

n

2. Sicestégala Iundesa: f(c)-Plc)= H(c—ak):Odonc identiquement, quel que sdide
[a,b] : )

[11.3. Par définition du max :
«  Pour tout réet de [a, b] :‘f(”)(z)‘s

a f(”)(x)(.

XJab

n n
«  Pour tout réet de[a, b] : S H lc-a < max H x-a,.

(n) n f (n) n

Quel que soit appartenant ga, b) : | f(c) - P(c) =‘ f (nI()Z) x lj (c- ak* < ‘ (nI()Z)( x Ij c-ay
! A ! J
Donc quel que soit appartenant 4a, b) : f(c Wa;ﬂ >< ﬁ%ﬂ'x_ a -

En ne modifiant que les notations: queI que SOk appartenant a [a, b]

f()(x "
| £(x) - P(x) S ”n]Ta’bT)x x ma u x—ay|.
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Partie C : un exemple

Premiere méthode

Define a=0 Terminé
1.1. Ici n=3, [ab]=[0,7] et {al,az,as}:{o,g, n}_ Detine =1
Define c=n Terminé
oy ax(m-x) (ethae) Terming
On obtient .P(X) —T . Define /1{x}= (et Hac]
Detine - (2T
1.2. D'apres les parties précédentes Define 130} E”H”ﬂ Termine
f ( )( Define p( )—sm(a -/1 t)+sin(b)']?(x)+sin(c)'i5(x) Termine
: _ ab x) -4eepe-m)
[sinx = P(x) < ) Hdabl __ x gg@(ﬂh a| ? e
La dérivée troisiéme deinx est—cosx , majorée en |“F°rHae
valeur absolue par 1 sur I’intervalﬂan] :
|s|n— _— Ly !Haﬁﬂb( ay| a9
L T
1.3. H (x-a)= >{x —Ej(x -71) est une fonction
polyndme de degré 3 dont la dérivée est la foncti ©g“be“itu;ia(2°“;( -
Define glx)=|x-a*|x-b)|x—c Termine
X 3x° —3ﬂx+§. Une étude de variations sommair "’ w
T £ {q) I
de x> x—= |(x-77) sur[0,77] montre que cette|* 2
gjulia2016 2 Sowe[g o Hi ) :_(Jg,g,).ﬂor Y:(J_H—ﬂ.ﬁ
b 6 i 6
fonction y admet un minimum égal an3\/§ et un {f3-3n (+3 2z 5
g g
6 6 6 36 36
3 cos(x)
maximum égal an;—f . Elle y est majorée en valeu iﬁsin(x))
173 5
absolue parﬂ;—f. 6 36 25

3

En conséquendeinx — P(x) < 1€

Il. Seconde méthode

De facon générale, le polyndme d'interpolation @ufonctionf aux deux points

(k+2)r est du premier degr@g(x):ﬂ[f(wj(x—gj - f(k_ﬂj(x_ m
n w n n n
On se souviendra qui est tel que Pk[knﬂj f(k:J et P ((k +n1)7TJ = f((k +1)n
2 siosxs”
m 2

I1.1. Q est la fonction nulle eQ,(x) . = o)
T-X) . 7T

d’abscisseksz—T et
n
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n-1,
‘.}=Z ffer1)- m
k=0

=

n

{]c+ )-n

1
n

,0

sin|

n kn
—- when|—=x<
n n

Terminé

T
x, 0=x<—
2
m
0,x<0 or y=—
|

2

q(2,%) (x—n), Z<r<n

Il est possible de définir sur calculatrice la fooe
Q a l'aide d'une sommation et de la comman( J

«when » Jots En voici un exemple ci-contre.

2

0

T
x<=— or X271
2

m T

= —————— 1
poll1.1 ¥ 4
fz(x):—- Xt (JT*X)
n2 fl(x):sin(x)
Re;présentation graphiqqe de la fonction « premig £3(x)=q(2,x)
méthode » et de la foncti@py.
gilbertjulia2016
0705 '
0711 3.2{
iz

I1.2. Q, est une fonction affine par morceaux. Elle esttiooe sur[O, IT] sauf peut-étre aux points de
raccordement ou elle n'eatpriori que continue a droite. Il faut vérifier que le ramtement s’effectue par

continuité & gauche aux poing—r (k=12..n-1):
n

Qn(k—ﬂj = f(k—ﬂj et lim Q,(x)= lim B_(x)= f(k—ﬂj =Qn(k—ﬂj. Il en est bien ainsi.
n n XH'L’T? xﬂkfni n gjulia2016 n
n n
I1.3. La fonction polyndme du second degré»(x—%}[x—wj est négative entre ses zér‘ég
n
et (k+1)ﬂet elle est minimale pour la demi-somme de sesszé&'est-a-dire poux=—(2k+l)ﬂ ou elle

<(k+1)7T:_ T -

vaut —iz. Ainsi, pour touix tel quek—ﬂs X< 0.
4n n n

S S

4n2  gjulia2016

Dans ces mémes conditions, en valeur abs%(ue—:k—ﬂj(x - (k +1)7Tj < ,722
n n an
1.4. On applique sur chaque intervalle an (k +n1)n[ la majoration :
@) )
Xc{lgpd(l)ﬂ}‘ f (X)‘ k (k + 1)7'[
| £(x)- R (x) s —"—" X max x——n‘.x— :
(21) 4@@)”} n n
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La dérivée seconde d#nx est-sinx majorée en valeur absolue par 1 [ﬂ,lrn] donca fortiori sur tout
. km (k+
intervalle [— w[ :

n n

. ki (k+1) . _ 1
Sur chaque intervall It 77[ | £(x) Pk(X]gjuHazmSEx Xt{kfpgzg)”}(
n n

X_k_rﬂlx_(ku)ng_ T

n |) sn?’

Sur leur réunion tf(x)—Qn(stg puisque la majoration obtenue est la méme, quelsqit I'intervalle
n

{kT]T % dans laquellexd [0, n{ se trouve.

lll. Difficile de comparer ... Cela dépend de ce que Veut.
» La premiere méthode fournit une fonction polynéniatéerpolation pépére, du second degré, qui
approche la fonction sinus a moins de 0,25 prégdalité, I'interpolation est de meilleure qualité,
on approche le sinus & moins de 0,06 pres).

T e |
* La deuxieme méthode fournit unf( V!4 (TE*\')

fonction affine _ par morceaux, x):—?-,\'-
"le we £1(x)=sin(x)

certes un peu usine a gaz. Elle
cependant deux avantages décisif
on peut programmer la fonction ¢
on peut choisir la qualité 3(x)=q(8,x)
d’approximation.

Ci-contre, avem = &ar exemple, on peut
conjecturer que l'approximation es
meilleure que celle obtenue par la premieg
méthode. & os

gilbertjulia2016

'
ol 3.3
4 i

Conclusion des parties Aa C
Il s’agit dans ces parties du probléme de méthaddinterpolation ». Cela sous-entend que 'on est
mesure de calculer par divers moyens des valeufedalivers points (entre lesquels on va intemole

Concernant la fonction sinus, on peut a priori pama des sinus constructibles, dont on peut exprime
valeur exacte a l'aide de radicaux, ce qui estds pour des valeurs de n comme 4, 5, 6, 8 ... pjutétdes

sinus non constructibles dont on ne peut expriraeraleur exacte ce qui est le cas pour des valdara

comme 7,9, 11, 13...
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Partie D : Vandermonde
|. Lorsquen =2, le déterminant esa, — a, et lorsquen= 3c'est(a, —a,)(a; —a,)(a, - a,)
Rn—1[X] - R"

P> (P(a,).....P(a,))
base{1, X, X2,...X™} et R" de sa base canonique

II.1. L'application Iinéairegjuham{ a pour matriceA IorsqueRn_l[X] est muni de la

[1.2. Si lesa sont deux a deux distincts, il a été établi dangdrtie A queF est bijective. Alors le
déterminant de sa matriéedans les bases précitées est non nul.

[1.3. Si deux desy sont égaux, deux des lignes de la mawicent identiques : le déterminant Aest nul.

I.4. Le déterminant d& est non nul si et seulement si &sont deux a deux distincts.

II.1. 1l suffit de développer ce polynéme de defmé-1).

P(a)
P(az )

Pla)

[1.2. Par linéarité .C, +A,_,C,, +...+ A,C, = etP s’annule aux pointsy,...,a,;

gjulia2016

l11.3. On ne modifie pas le déterminant d’'une matrice si, a 'une de seomwés, on ajoute une

combinaison linaire des autres colonnes.
Le déterminant de la matrideest le méme que celui de la matrice obtenue enlagat sa colonn€, par

0

: 0 ]
la colonneC, +A4,_,C. +...+ A,C, c'est-a-dire par la colonne . En développant par rapport aux

P(a,)
termes de sa derniére colonne le déterminant aelace obtenue, on obtient le résultat.

[11.4. PosonsP,_; = P pour homogénéiser les notations de cette quedfioitérant le procéde précédent, on
est amené a considérer les polynones,(X)=(X -a,)..(X —a,_,) et plus généralement, pokxn— :1
R(X)=(X -a,).(X -a,) cecijusquau polynomePR,(X)= X - a
i=n-1
On obtient quede{A) = [ R (a.,)
I:k=n—1
On note que P,,(a,)= L"(an -a,)= l:'(an - a,) tandis que, plus généralement, poarl..,n-1 :
= I<ksn-1
k=i
R@a)=[](aa-a)= (. -a).
= 1<k<i
i=n-;
Ce qui donne de{A)=_ I_l‘[ [ (a,, - ak)J formule équivalente & celle de I'énoncé aved + 1
Iksi

1=1
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I11.5. Le déterminant deA est nul, etA est non inversible, si et seulement si 'un dedefars de
i=n-

defA)= I_J

‘( |_| (ai+1 - ak)j est nul, c'est-a-dire si et seulement si deuwadesnt égaux.
ks

Partie E.

I.1. Le systeme d’équations est la traduction analytdugassage de la parabole par les trois poirgs et
tant que telle, I'équivalence est de plein dratné vois pas ce qu'il y a a démontrer.

I.2. Les trois points étant deux a deux distincts,esixdd’entre eux ont la méme abscisse, alors ilsleat
ordonnées différentes. Le systéme posséde deusslignx premiers membres identiques mais aux seconds
membres différents : il y a dans ce systeme deuaténs incompatibles. Le systéme n'a pas de swoluti

1.3.1. Si les abscisses sont deux a deux distinctes, l@laéterminant du systéme est non nul. Ce sysiéeme
un triplet solution et un seul.
a b

1
1
1.3.2. D’apres les résultats usuels de résolution d'utesys 3x3 :a = 11
1
1

1.3.3. On ne modifie pas le déterminant d’'une matricenssoustrait une de ses lignes aux autres lignes :
1 a b 1 a by

_ _ Col_j@ma b b o

1 a, b, =0 a,—-a b,-b|= a,-a b,—b, en soustrayant la premiére ligne aux deux autres
1 a3 b3 gjulia2016 O a3 a ai b3 - t)l ’ '
puis en développant suivant les termes de la prern@onne.

L oAb &y-a b -b - " . .
a=0<1 a, b= =0. Les deux premieres propositions de I'énoncé équivalentes.

| o b B3 boh

3

Mais (a, —a,, b, —b,) sont les coordonnées du vecteyA, et (a, —a,, b, —b,) sont les coordonnées du

vecteur A/A; . Les trois pointsA, A,, A;sont alignés si et seulement si les deux vectéubs et A A, sont
colinéaires donc si et seulement si le détermidarieurs coordonnées est nul.

. . @ Ta ATy . . . a?é_al b, -by ., .
Ce déterminant, qui est , est égal au déterminant de la transposee . D'ou
b,-b by—-Db az-a by-b

I'équivalence entre les trois propositions de I'écé.

1.3.4. Le probléeme admet une . solution, c'est-a-dire une parabole non dégéngadsant par les trois

points, si et seulement si le systéme d’équatmimset une solution et si en outre 0.
* Le systeme d’équations admet une solution si des®nt si les abscisses des trois points sont deux
a deux distinctes c'est-a-dire si et seulementgkdles trois points ne sont jamais sur une méme
droite d'équation x=C . Idem est si et seulement si aucune des trois droites

(AA,):(AA); (A,A) n'est paralléle & 'axe des ordonnées D du regkoési.

 a#0 sietseulement sh, A,, A, sont non alignés.
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I1.1. On vient de le dire.

[I.2. Dans ce qui précéde, I'axe D a été choisi arb&na@nt.
On a trouvé une parabo!]gmsolution a la condition nécessaire et suffisante Qune soit parallele a aucune

des trois droite§ A A, ); (AA); (AA).

La direction de I'axe de la parabole recherchéd pge celle qu'on veut sauf trois directions partieres,
celles des droite$AA,);(AA;); (A,A). Il reste nonobstant ces trois exceptions unanitéfide choix

possibles pour la direction de cet axe ...
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