Ecrit 2 CAPES Mathématiques

CAPES 2015. EPREUVE 2, PB 1

Ce probleme aborde deux méthodes de codage, dontbge affine. En cherchant un
peu dans la page « épreuve sur dossier », le lectmuvera des sujets d’ESD

(arithmétique) dans lesquels le theme du codageeadist abordé. Il est conseillé de s’y
référer pour information. Je passe sur les deuxmpéees guestions qui amenent a
démontrer le théoréme de Bézout puis celui de Gauss.

Partie A. Un chiffrement monographique.

I1l. Chiffrement lettre a lettre

1. Coder le mot GAUSS revient a coder la séquence
( 6,0,201818) . On obtier{848, 0,53 306 306) . : -
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ar> mod58*a369) définit une application
injective de I’ensemble[0;25] vers l'ensemble|
[0; 36@ que I'on est amené a tabuler.

Dans wun premier temps, le décodage
(290 232, 248 327,0,364) se fait en repérant leg:
correspondances dans le tableur. On obtif
( 541712019) , ce qui correspond au
FERMAT.
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« L'activité de classe » que I'on peut proposebsme a tabuler I'applicatioa— mod(58 *a 369). Elle a

pour objectif de susciter la curiosité (?) et deser le vrai probléme » :
* On peut faire quelques constatations sur ce codkiggctivité de I'application ainsi construitéeg
fait que les lettres sont codées par « paquetsode7gettres » .
* Le décodage du mot FERMAT se fait en repérant tkagelonne B ou sont les hombres 290, 232,
etc.... et en notant quels sont leurs antécédents
* Ce procédé est peu performant et fastidieux. Corhrfizéne pour décoder plus rapidement ... ? I
faudrait sinon inverser I'applicatioat— mod(58 *a369) au moins trouver un moyen de passer

facilement des images aux antécédents.

2. Les entiers et e étant premiers entre eux, il existe deux entidegifeu etv tels que :nu+ev=1

Par conséquentev=1(n). Plus généralement, quel que soit I'entier relatife(v + kn)=1 (n).

Il suffit de choisirk de telle sorte qué&kn>-v pour que l'entierv+kn soit strictement positif. En
particulier, il existe un entiek, tel que :0<v+ kn<n (inégalités strictes des deux cétés : puisque
nu+ev=1, netv sont premiers entre eux emn’est pas multiple da). On peut choisir pouf cet entier

V+kn.
fy=x(n)
<x<n

y=ex(n)
O<y<n
le reste de la division euclidienne dey parn.

C’est en ce sens que la « connaissandepdemet de retrouver». Cela répond a l'interrogation émise lors
de l'activité de classe « trouver un moyen de paseiiement des images aux antécédents ».

L’entier y est défini par : { . Inversemenx est défini par :{ c'est-a-dire que est
gjulia2015
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3.e=dab-1)+a et f =dab-1)+b
L'entier ef -1 est divisible

ef -1
n:

par M et:

= ad(bc-1)+bc-cd +1

* Puisquea, b, ¢, dsont supérieurs ou égaux a |

M =8, ex27, f=27.
* Puisque :ef —-Mn= 1 e et n sont premiers

Define m=a- b1 Terminé

Define e=c- m+a Terminé
Define f~d- m+b

e f-1

Terminé

@ b (b or) dra ‘_bz- ot (122 ¢ dmd]b e d-1
ogilbertjulia2015
factorle £-1) la- b-1)- (a' (b c+1) d+b c—c d+1]
oSl a (b ct1) dib c—c dtl
m

entre eux et de plusf =1(n)

Ce procédé permet de construire une clé de cod
avec une clef de décodage associée.

Terminé

e f-1

Define n=

3-a 3

4-b 4
On retrouve la clef de codage proposée en dés-c 5
d’énoncé, avec comme clef de décodage= . 7|7 6

Cette clef permet de décoder le mot proposé.

e 58
n 369
m
r 70
mod(F: { 290,232,248 327,0,364 } 1) {5.417,12,0,19}
I

4.1. Par construction, le dernier reste non nul dargdi@hme d’Euclide est le PGCD des deux nombres
auxquels on applique l'algorithme ; puisque ici desix entiers sont premiers entre euy = 1

4.2. La construction des termes successifs des suigty s'effectue a I'aide d’'une récurrence portant sur
deux rangs.
Sin=qe+r, est la division euclidienne depare, avec les notationa=r,; e=r;, on peut écrire d'une

r, =nx1+ex0
part :ry=q,r, +r, avecO<r, <r, et d'autre part 3r, =nx0+ex1

r, =nx1l+ex(-q)
de rangs 0, 1 et 2 des suitestv. L'important est que les deux premiers termeshdgae suite sont connus.

ce qui met en évidence les termes

En supposant construits les termes de ramgs — 1de ces deux suites :
Pourvu que la division euclidienne de_, par r, ait du sens c'est-a-dire queks<N

Newa =M = MO = n(uk—l - qkuk) + e(vk—l - quk) et par conséquenty.,; = Uy = Uy ; Viug = Vi — OV -

En particulier :ry =1=nuy + ev, . L'entier vy Vérifie : ev, El(n) et constitue une clef de décodage.
Cependant, ce n'est pas nécessairement un entigehaSi on effectue la division euclidienne deparn,
on obtient alors une clef de décodage entiere elur
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Utiliser un tableur est une option pour constrige | -
suitesu et v. Cela devrait donner les résultats g 369 , 0
contre en «tirant vers le bas » comme [lindiqy 8 p 0 ;
I'énoncé. Lorsque le reste calculé est egal a 2érq| o 5 ] o
calcul du quotient devient indéfini. Le derniertees| 16 ; = 13
non nul estr; et a ce rangli; =-11; v, =70 . s 3 3 19
o 6 1 5 -11 70
On peut vérifier que 369x (-11)+58x 70=1 ; oiParn. sl 369
< — u‘IE
u=-11-58 |, . , _
36 +58 =1 [k(OZ 20+ 36%K ° L’ensemble des clefs de décodage est I'ensemédeedtiersv
V=

ainsi déterminés qui sont des entiers naturels dbensemble des entierssy de la forme:
v=70+36%, KON .
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Partie B. Chiffrement de Hill.

a b X z
I. La matriceAz( dj est inversible si et seulement si il existe unetrimaBz( tJtelle que :
c y

AB=BA=1,.
La recherche d’'une matridtelle que AB=1,améne a la résolution de deux systémes de 2 énsiati@
ax+by=1 [az+bt=0
cx+dy=0"|cz+dt=1"
Si ad-bc#0, chacun des deux systéemes a un unique couple ale sélution en I'occurrence :
d -b
X=—— | Z2=———
ad - bc ad - bc . 1 d -b) ., . 1
X , la matrice étant I'inverseA™ deA.
-C __ a ad —bc a
ad - bc ad - bc
1
d-bc

(ad —bc)l, = (a+d)A- A? (« équation caractéristique »)

inconnues :{

—-C

y:

(@+d)I, - A), ce qui donne en multipliant péad - bc)A

On note queA™ =
a

Si ad - bc=0, les deux systémes ne peuvent avoir tous les eleuméme temps des solutions, puisque les
1 0 o .
deux seconds membrE(s)J et (J sont indépendants. Il n’existe aucune matadelle que AB=1,.

La conditionad —bc# QCest nécessaire et suffisante pour assurer I'existdiune matrice inverse.

II. Sila matriceA est a coefficients dars, il est clair que la conditiofad - bc| =1 est suffisante pour que
A ait elle aussi des coefficients dabsLa notion de « déterminant d’une matrice » perdetustifier
qu'elle est nécessaire cade1(Ax A‘l)zde(A)Xdel(A‘l):l. Or, dansZ, I'equation xxy= 1n’a pour
solutions quex=y= ltx=y=-1

lll. L’action de la matriceA permet le codage, et I'actiorz====: ;|
deA* le décodage. e [} % 2] 2 7]
4 14 19 21 325 20

i . mgd(,,'l {18 2 14}25) [5 4 3}

Pour information, selon le code ASCIl, les lettre s e
minuscules sont codées numériquement de 97 a 12| (" [ % w7 7 7] [ ]

fonction qui permet de passer d'un code numérige€I~a |
la lettre correspondante est la fonctichar. Ainsi la
fonction xi->char (x+97) associe a un entier de
{0;1;...;25} la lettre qui lui correspond conformément
I'énoncé.

3. 7u=1(26)si et seulement si il existe un entier relatif7u + 26v=1

Les entiers 7 et 26 sont premiers entre eux. Emamguant quex 26—11x 7= Jlon obtient que :
u=26k-11

v=-7k+3

Parmi les entiers de la formeu=26k — 11un et un seul, en 'occurrence 15, est comprieeh et 25. Il
vérifie 7x15=1(26)

7u+26v=1< 7(u+11)=26(3-Vv) puis que7u +26v=1 < (Esz){
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D’apreés la question de cours? -6A+71,=0, eten conséquence(BI 5= A)A= 71,

3 -2
La matriceB=6l, — Az( 3 j verifie BA=71,

- 3x+y=7 . x=3and y="2 12
aolve. 2 x+3 =0 XV
, , 3 z+1=0 f=3and z=-1
On peut retrouver le résultat en résolvant de SOlve({2-2+3-1=?'f'Z]
systémes a deux inconnues ; Deﬁneb=[3 _2] Vermine
103
mod(15- b,26) [19 22}
. 19 22 11 19
La matrice 18B=| (26) est telle quef| s o0
[11 19] ¢ [52 ?9]
15BA= 1, (26) o 2l -
[[11 19] ' ] [0 1]
©gilberjulia2015 =
- —————————~@g
@agilbertjulia2015 =
Le décodage consiste a appliquer modulo 26 Deﬁned=[19 22] Terminé
(19 2] 11 19
matrice D =15B = au vecteur colonne| i foq(a")-o7 12]
11 19 d[d om{"k"}—w}zé] [8_
des numeros des deux lettres a décoder. On|fl 1 a)-07] elufo7] |
(chez soi mais pas devant sa copie de CAPES [ [ er(--k--)-w]' ] [97“ [1
automatiser le décodage. ool ol Tami(x)=07] g6} 07] o]
e fcer o 15) o
On reconnait un hommage du jury du CAPES & T i =
récente récipiendaire de la médaille Fieﬂ Char(md[‘f Lﬁﬂ)_:gkﬂ:;“ [k
Maryam Mirzakhani . , - S o
char mod{a“- ord("v )_9?],26J+[97D [ h ]
ord("h")-07 97 ) 'at] g

' ax+b
4. Le codage d'un bloc de deux Iett{e)% améne & définir {Xj 5( X yj (26)
y y
] o o . . ax+ by = x'(26)
Le décodage améne a savoir résoudre inversemdiystéme de congruences : [ ]
cx+dy=y'(26)
d -b

j , le systeme $1] implique:
-c a

En appliquant la matrice: B= (a+d)|2 - Az(
{(ad ~ bc)x = dx'-by'(26) ) Is2].

(ad - bc)y =-cx+ay'(26

Si ad - bc est premier avec 26 (donc est un nombre impaimmaltiple de 13), alors il existeappartenant

x=udx-by')(26)

y= u(— cx'+ay‘) (26) : le décodage est possible.

a[1;29 tel queu(ad - bc)=1(26) et{

Si ad -bc n'est pas premier avec 26, alors il existlenon congru a zéro modulo 26 tel que
(ad - bc)u=0(26) et dans ce casAx (UA-u(a+d)l,)=0, (26). Il existe des vecteurs non nuls modulo
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0 bu cu
26 dont lI'image parA est pourtant le vecte{ro] On peut citer( a j ou ( j Au cas ol
—-au

- du
. (U
au=bu=cu=du=0, on citerait j
u

La matriceA ne construit pas une bijection {ié; 25]>< [0 ; 25] sur lui-méme, le déchiffrement est impossible
(et le chiffrement n’est pas un bon chiffrementspguie plusieurs couples différents sont codés deflae

facon ...).
En conclusion,ad — bc premier avec 26 est une condition nécessaireffisamte pour que le décodage de

tout bloc de deux lettres soit possible.
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