Ecrit 2 CAPES Mathématiques

Capes 2015, épreuve 2, probleme 2

Partie A

Je passe sur la question I.

n n . L . .
. 1. (kj =( kJ . l'arbre posséde un axe de symétrie et la syengtiale par rapport a cet axe échange
n p—

les noeuds «1» et les nceuds « 0 ». L'image dheamin est le chemin ou les « 0 » et les « 1 » sont
échangés. Ainsi, 'ensemble des chemins compomkaitis un « 1 » est échangé avec I'ensemble des

chemins comportarkfois un « 0 » (e —k fois un « 1 »). Les deux ensembles ont donc le endandinal.
n+1 n n . . .

2. " = y + K1) On réalise une partition de I'ensemble tﬂlesl)—uplets comportank fois un

« 1 » en considérant d’une part ceux qui se tenmipar « 0 » et d’autre part ceux qui se termimpamt« 1 »

(puisquek >0, il y en a des deux sortes) ...

3. Construire la matricé de cette question impose de numérote{%} chemins (c’est l'indice ligne qui

impose cette numérotationg,; =1 si et seulement si le tirage numgdu chemin numerbest un succes.

j=n

Zaj =k quel que soit I'indice car par définition dé\ chaque ligne de la matrice estnHiplet composé
j=1

dek«1l»etn—k «0 ».

. (n

I_[k] n-1 n-1

Zaij :(k J carily a(k J chemins pour lesquets; = (dest-a-dire pour lesquels le tirage nunjéro
i=1 - -

est un succes: pour de tels chemins(nlel) -uplet concernant lea— autres tirages doit comporter

exactemenk — hutres « 1 »)

: , _ n
Si on calcule de deux fagons la somme des termksrdatriceA, on obtient d’'une paﬂt(kJ en sommant

ligne par ligne et d'autre par{k j en sommant colonne par colonne. D’ou 'égalité dlasx nombres.

4.1.Soit E={1;2;...;nfun ensemble & éléments. A chaque parttedeE on associe len-uplet (u,...,u, )
u, =1sikOA
u, =0sikOA

Soit A i(A) I'application ainsi construite, clairement bijeetide 'ensembleP(E) des parties dE vers

I'ensemble des-uplets tels que définis ci-dessus.
L'image pari de 'ensemble des parties Beontenanp éléments est 'ensemble desiplets de somme.
Ces deux ensembles ont donc le méme cardinalelesa@gfinitions sont cohérentes.

tel que, pour tout entidrappartenant é{l; 2. n} : {
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Partie B
l. 1. valeurs de X| -4 -2 0 2 4
orobabilites | — |+ |3 |1 |1
16 4 8 4 16

2a4.X,=n-2D, ouD,suit la loi B(n,%) . L’'espérance dB, étant égale 6{12— par linéarité celle d¥,

est égale a zéro. L'origine est la position d’égud du point dont on étudie le déplacement.

II. Lorsquen est impair, mettons1=2m+1, alors: X,,, =2m+1-2D, , ne prend que des valeurs

impaires. En particulierp(X ,,; =0)=0

Lorsquen est pair, mettons = 2m, alors : X,,, =2m-2D,,, et en particulierX,,, =0 < D,,=m. De ce
(2m) 4 1.3

: 1
fait : p(X,y, =0)= p(Dyyy = m):szﬁ. Par exemple p(X, =0)= oy i 7

IV. 1. Dans cette partie X,, =2n-2D,,, ce qui implique queX,, est un nombre pairet vu que
-2n<D,, <2n : -2n< X,, <2n aussi.

2n = 2n =

2n
2. Xy =2k = Dy, =n—k ainsi: p(X,, = 2k) = p(D,, =n_k)=(n—k}< 21”

3. On note plutdtQ, la variable aléatoire qui vaut 1 si a l'issue dwéne lancer le point est a I'origine du

repére et 0 sinon. de la sort@(Q, =1)= p(X,, =0)= Ei'l;z ><4—1k et E(Q,)= Eisz ><4—1k.

C, ZQk et E(C,) Zn:E y Zlk)' Z( J

k=1 k=1 k :1 k=1

2n
Lorsquen= 1, 2n+1[ j—lzgx 2—1:%, ce qui correspond a la valeur facilement calcdiéectement

4n
E(Cl) =—. Larelation de récurrence proposée est initialisé
2

2(n +1)j 1

En régle générald-':-(cn+1) = E(Cn) + ( n+1 4n+l

On note que: [2(n+1)J:(2n+2)(2n+1)[ J 2(2n+1)(2nJ et donc que, inversement,
n+1 (n+1)? n n+l (n

2n)_ n+1 (2n+1)
n) 2@2n+1){ n+1
2n
Supposons la relation exacte & l'ordreE(C,) = 21:1( J
n

2n_+1(2nj_1+(2(n+1)J 1 _2n+1  n+1 X[Z(n+1)j_1+(2(n+1)J 1

4" (n n+1 )4™ 4" 2(2n+1) n+1 n+1 4™

E(Cn+1) =
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Ecrit 2
Soit : E(C,.) = VUL 9 2n+3) -1
i n+1 4n 2 4n+l n+1
_ on+3_(2(n+1)
Ce qui donne E(C,,.,)= At x( n+1

Des algorithmes

j—l et prouve I'hérédité de la relation de récurrence.

La fonction pos renvoie une position du point eeslio

apresn lancers. On conjecture éventuelleme
gue l'absciss& du point a la méme parité que |
nombre de lancers.

renvoie, sous forme de listéabscissex du
point aprés lancers et le nombrede passages
a l'origine.

Le programmeenzero simule e séries den
lancers et enregistre en lidkde nombre de fois
ou le point est a 'origine aprédancers.

Il ne reste plus qu'a lancer le programme po
e=1000 et pour une valeur de« raisonnable »
(par exemplen= 6

)
)
)
)
La fonctionpos a été modifiée de facon qu’ellg|pesiio)
)
)
)

enzerol6,10)

1

enzerol6,10)

1

enzerol6,10)

i

enzero(5,10)

1
enzerol6,1000)
[

=

{0111.122345}
Terminé
{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0}

Terminé

=1 pos

Define pDS(H)=

5 | [Func

- Local &x

m ©gilberjulia2015
= o=

_n Fork 1

= | it rand()>0 5 Then|
4 Jx+1 —x

Else

-1 be—1—x

EndlIf

3 EndFor

Return x

-3 EndFunc

5/11

N pos

615

| |fDefine pos(n)=

~ | [Func

Local &x,c

©gilbertjuliaZ015

{ St } 0-x i

{ 42 } 0e

Forfkln

{43} | Jrrnal>0.5 Then
’ et 14

{ 3,0} Else

Jx—1—x

{60} | Jonar

If x=0 Then

{4! 1 } c+l—c

EndIf

EndFor

Return. {x,c }

EndFunc

N'enzero” enregistr, effectué

Define enzerolre)=
Pram
Local ko
seqlfck 1.e) —mum
newList(e) =0
0-o
©gilbertjulia2015
Forkle
1t pos()[1]=0 Then
o+l—0
Endlf
o il k]
EndFor

i
L
num
EndPrgm
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€ A num Ell - fr D E F le H g
Les résultats peuvent étre affichés dans une p|’ 1. 0. o o032
Tableur & listes. = L N
La derniére fréquence observée est rappelée| N N 0.
4
cellule D1. .. - %
3 5. 0. 0.
A s . 5 6. 1. 0.167
On la comparera avec la probabilité theoriqu = il a3
Pour n=6 par exemple cette probabilité eg. 7 5 o038
5 9 9. 2| 0222
16" 10 10. 2. 0.2
1 1. 2. 0.182
. =fi[ 1000 '
054 | v
Une représentation graphique du nuage H M
points « fréquences » en fonction du « nomkb 55 ettbergulia2015
d’essais » est peut-étre plus parlante. ‘
: (num,fr)
0.02 X
-126.43 50 1406.06
nills4 Ty
texte :
#
'§=
; ‘M o -_.M_
Méme travail avea =4; e=1000 - cibergulazors
r(numfr)
0.02 N
-126.43 50 1406.06

L’exploitation que le professeur peut en faire :
» Favoriser I'appropriation de la situation (cas aéonctionpos).
» Mettre en place une simulation numérique prenaptiiapur la modélisation et utilisant un logiciel
(cas de la simulation de 1000 séries de lancers).

Cette simulation peut étre utilisée a deux momdiftérents : soit pouconjecturerla valeur dep(Xn
pour une « petite » valeur dieavant de la calculer effectivement soit peatider la valeur dep(Xn
déja obtenue par le calcul.

0)
0

)

Dans le cas ou I'on commence par faire calculeralaur exacte et ou I'on fait vérifier qu'une fréunce
observée est bien dans un intervalle de confianed'gn explicite (c’est ce que I'on espere du nsoin), on
fera remarquer gu’une telle vérification peut ncosforter dans notre idée que le résultat est chrmeais
ne permet pas d’en acqueérir la certitude. On sseuéement que notre résultat pitusible il N’y a pas de
validation incontestable.
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Pour aller un peu plus loin

Il y a peu a modifier pour obtenir un nouve
algorithme adapté a la questibh. p

en'zsro(ﬁ, 10)

snzsro(ﬁ, 10)

Le programmeenzero enregistremaintenant |

le nombre de passages par l'origine et en ligemer(s10)

i

la moyenne en listemoy. Noter que la
fonction pos s’applique maintenant a I'entiet

srzzei‘o(b,lOOO)

EPFZE?'O(4,1000)

Terminé
{1112222233}
Terminé
{oL11,122345}
Termine
{0.000000000}
Termine

Terminé

enzero" enregistr. effectué

LfPrem

Define enzeru(n,r:)=

Local kd

seallich 1,e) —mum
newList(e) =i
0-d
Bgilbertjulia2015

2n et non plus a l'entiem, de facon a
, . - (}:(2-X+1)-n0r(2 x,x)_1 Terminé W|Endprem
s'adapter aux notations de la questign SRR
; ; e(3) 119
On a exécuté ce nouveau programme ay|,g o
ezlooo et n = 3. s?rzgro(S,IOOO) Terminé
|
, . . )z . §
Représentation graphique de I'évolution de - e
moyenne des passages a l'origine en foncti - ".g“i,w\k
du nombre d'essais et ajustement empiriq i:i-_" e
danslecan= 3 'a
I semble que, dans ce nouveau contex
'aspect «conjecture préalable au calc .
effectif » soit assez séduisant. .
r(nurrunny)
98.9 50 1099.5
1.98 7 ¥
M
A . J- W
Méme travail avea = 5 X
-
Il resterait & voir dans quelle mesure H
moyenne observée est «proche » 4
I'espérance, mais ¢a, c'est un autre problémg :
‘(num,moy‘
23032 |50 1428.57
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