Ecrit 2 CAPES Mathématiques

Capes 2015, épreuve 1, probleéme 2

Sujet portant sur la notion de moyenne de Césaro.
Partie A

Je passe sur la question I.

[1. 1. Pour chaque entidrtel quel<k<n, et pour tout réed gilbertjulia2015

tel quek < x<k + 1 la partie entiere deest : [x] =k

k=n

1 . . 1
a, =)>» — représente lintégrale de la fonctior— N
PP ’ [ L. ' b

(inverse de la fonction partie entiere) sur linedle |, [l

[1, n +1] . 0.2 9.5 :
21 &1 1 , 1.1
11.21. ay, -a,= Y == > —== car pour chaque entiktel quen+1sk<2n, ==—.
kK Ea2n 2 k  2n
a, —a 1
2 1= 2
1
. . y-p27 . . p
2.2. Solution 1: Pour tout entiemp =>1: 2 . Parsomme telescoplquelz:p - 25.
""" "gjulia2015
a.zp - a.zp_l ZE
La suite (aﬂ)rDN* est une suite strictement croissante (c’est ainion majorée, elle diverge.

Solution 2: raisonnement « par l'absurde ». Supposons cettie sugnvergente et soit sa limite

hypothétique.

Alors : lima,, =1 puisque(a,,)
n- oo

-y €st une suite extraite de la suite converggatg, . -

D'une partlim(a,, —an)zéd’aprés le résultap.1 et d'autre partlim(a,, —a,)=1-1=0comme limite
n— oo n- oo

d'une somme de deux suites convergentes. L’hypethdss convergence conduit a deux conclusions
contradictoires, elle n'est pas recevable.
(Personnellement, je préfere la solution 1)

3. On peut obtenir Iégerement mieux que ce qui esaddim compte tenu de l'interprétation graphiqueaqui
été faite. Mais au final, les inégalités demangbsed’énonceé suffisent a I'emploi qu’on en fait :

Soitn un entier supérieur ou égal a 1.

Pour tout réelx, x—1<[x]sx Donc, pour tout réek strictement supérieur a 1 :i>ﬁzl. En
x| x

conséquencea, =Ln+lﬁdx2 Lnﬂldx: In(n+1) et d'autre part :
X X
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a,-1l=a,-a = jnlﬁ jnlidx Inn.

En résumé in(n+1)<a, <Inn+1pour tout entiem >1.
A fortiori : Inn<a, <Inn+1, ce qui est I'inégalité demandée.

En supposanh> Rour pouvoir diviser painn :1<|i <1+|i .
nn nn

converge elle-méme vers 1im (Iij =leta,=Inn
n-+oo\ |NN +0o

4. Pour tout entien supérieur ou égal & 10<b, < . La suite(b,) . est bornée.

. . ; . 1 : 1
Pour tout entiem supérieur ou egal a 1o, ,, —b, :—1+In n—In(n +1). Or, la fonctionx+— — étant
n+ X

n+l n+1
Ainsi, pour tout entien supérieur ou égal a b,, -b, < .Qa smte(bn)rDN* est décroissante.

Cette suite étant décroissante et minorée, elleerge.

. . . wdx _ en+t dx
strictement décroissante sur tout intervétien +1] : In(n+1) - Inn= _[n > fn

Partie B
1. Si (uU,),1n- €St de limite nulle (O >0) (Chy ON*):nzny = |u,|< &

Pourn>1, : v, [zj_[ zuk} donc oy, - [ZJ o,

<t Z|Uk|<— Zf

k=ng+1 = no+l n k=ng+1 k-no+1
- ( o) >
on obtlent:vn—— ZUK £<¢& ou, ce qui revient au memes: du |-esy, <L Zuk +E.
Nz Nz

1|
o
Le réel strictement positdf étant fixé, soitn, le premier entier supérieur ou égal au .
£

Zuk

Nik=1

Lorsquen=n,, ‘ (ZUKJ

Si on note :n, =sufn,,n,) alors :n2n, = -2e<v, < 2¢.
Quel que soik strictement positif, on peut trouver un entigtel que :n=n, :>|vn| <2¢,la suite(vn)nDN*
est une suite de limite nulle.

. . R 1({ &
= l<g¢ ou, ce qui revient au méme-e<—| > u, <€
nl gjulia2015 =

Si (u,), - €St de limite nulle, alors sa moyenne de Césaraussi de limite nulle. La réciproque est fausse,

comme le montrerait facilement le cas de la sujte (-1)", divergente mais dont la moyenne de Césaro

-1
Vop =50 o - .
converge vers z€ro cak : P 2p suivant la parité de l'indice. Mais on verra calard.
Vopu =0
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2. On considere la suite auxiliaife, ) . telle que :e, =u, -1 .

n n

2> a =3 )= 2T 23 =y .

Nz nN= k=1
La suite(u, ) - €St une suite de limitesi et seulement §g, ) . est de limite nulle.

(e,). o de limite nulleimplique %Zek de limite nulle.
k=1

13 - Lo , , I
=>'&, de limite nulle équivaut au fait que, ) - est une suite de limite

Nia
Au final, si (u,) . €st de une suite de limit@lors sa moyenne de Césaro est elle aussi de limit

l.1et?2.
Méthode 1
« (%) €St une suite de termes strictement positifs, @aurrence facile x, = &t pour tout entier
n: x,>0= x,, >0car x,,, se construit a partir d&, par un cocktail d’opérations laissant stable
R*+ (additions, multiplication et division).
. , . . X .
*  (x,) €St une suite strictement décroissante car pouregiiern de N* : ~™ <1 ce qui est un

n

critére de stricte décroissante pour les suite®els strictement positifs. En effet, pour toutienm

X 1+x
= <] vu quel+ X, <1+ 2X,.
X, 1+2x,
Méthode 2 %
x| 1+x Termine
, . . + Define flx)=
Une étude sommaire de la fonctiom> f(x)=% sur ST
X (4 1 1
l'intervalle [O, 1] fait apparaitre que cette fonction e|® d_\_[rUJ o ﬂ}f;
strictement croissante sur cet intervalle, qu’kllsese stable : 0 — .
2
f([0,1]) = [o, 5} 0[o,1] Ay 2
3
La suite proposée étant définie par la relatiorrédirrence | egilbertjulia2015
X = f(x,) et initialisée parx = 1 on en tire les |sovelfd=r.) 0
conclusions suivantes :

*  Tous les termes de la sute, ) . sont dans l'intervallg0,1], stable pa:

: : . . . 2
° Pwsquef est strictement croissante, la suite est strictémeamotone, et vu que, =§< X, cette

suite est strictement décroissante (deux termesécoitifs quelconques sont rangés dans le méme
ordre que les deux premiers).

3. Quelle que soit la méthode utilisée ci-dessus :
Cette suite converge puisqu’elle est décroissairienge vers une limitetelle queO<| <1.

Puisquef est continue sur I’intervall{i);l] , elle est continue dn La suite(xn)nDN* ne peut converger que
vers un point fixe dé solution de I'équationf (x)= x dans I’intervalle[O ;1] . Elle converge donc vers zéro.

4. Un calcul facile montre que pour tout réeale ]0, 1] : f% ) _i 11. Lorsquex =X, , cela donne :
X) X X
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Puisque(x, ),y €St une suite de limite nulle et que la fonctpon%—l est continue en zéro, la suite
X +

(un = +J a pour limite la valeur de continuité en ce polasta-dire 1.
X
nON*

v, =13y =—Z( ]E(L_i}i_l
" nig H N\ X Xk N X % NXya N

Puisque cette suite est la moyenne de Césa(un(){%N* elle a aussi pour limite 1. Il existe une sietde
limite nulle telle que v, =1+ g, pour tout entien.

! 1 -1 1 ce qui fait apparaitre q i
" 1+nv,, 1+n+ne, 1+n 1+ e gjulia2015 e, = ~1+n
1
1+=
n
. . . 1 1 1 1
On peut écrire aussi, plus tarabiscoté= — x 1 g POUT conclurex, =—.
n gjulia ®n
1+~ 1 en -1
n 1+7
L n

La suite (xn )nDN* converge vers zéro a la vitesse-deil s'agit d'un exemple de convergence lente dans
n

sens « plus lentement qu’une convergence géomeétsiqu

I11.1. La suite (X, — X, ), €St la différence de deux suites convergentes deeniénite |. Elle est
convergente et converge vers zéro, la différensdintétes.

2.1. Si la suite (xn+1 - xn)nDN* converge versnon nul :
(De>0)(h, ON*):n=ny =1 -£<x,, - %, <l +¢

Soit donce un réel strictement positif fixé ag un entier tel que ci-dessus.
k=n-1
Pourn>ng : X, =Xy = > (%1 = %) etdonc :(n=n, )|l )< x, = x, <(n—ny)l +¢) et par suite :
k=ng
X n X, X n
oy (1——°j(l —g)s iy (1——°j(l +£). On a obtenu un encadrement depar les termes
n n n n n n
correspondants de deux suites, 'une qui conveegel\v ¢, I'autre versl + £. On peut trouver un entieg

X

n
o - 0(l-¢)<e
n n gjulia2015

supérieur ag tel que, en méme temp .Alors:nzn=1- 2£< L<l+2¢
n

n

X n
o 0 +£*sg
n

, [ X
Ce qui montre que la swt%—”j est convergente et converge viers
n
nON*
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2.2.Silestnon nul n2n, = (- 2¢)n< x, < (I + 2¢)n avec les notations ci-dessus. Il suffit de chqisir

I . "
exempleg =% pour obtenir un encadrement par deux termes desstivergentes, toutes les deux vers

ou toutes les deux versoo selon qué est négatif ou positif. La suil(e<n) diverge.

nCN*

2.3. La suite (aﬂ )nDN* de la partieA est un contre-exemple : elle diverge alors (ﬂ% - an)
vers zé&ro.

oy converge

Partie C

L’invalidité de la réciproque a été évoquée ...

I1.1. Dans ce cas, on obtient =(-1)" déja vu.

11.2. sin(n+ 2)a-sinna= 2sinax codn+1)a et sin(n + 2)a + sinna= 2cosa xsin(n +1)a
U,., —Uu, =2c,,,sina etu,,, +u, =2u,,, Cosa

3. Dans cette questiosjna# 0et |c0§a| z1.

, . . . 1
Si la smte(un)nDN* converge, alors la suite définie pehrzT(unﬂ—un_l) est convergente comme
sina

combinaison linéaire de suites convergentes etergevvers la méme combinaison des limites c'estea-d
vers zéro.

Si la suite(u, )~ converge, alors elle converge vers une solutiohédeation :1 +1 = 2| cosa c'est-a-dire

vers zéro.

Mais il n'est pas possible que les deux su(te,s) (cn)nDN* convergent toutes les deux vers zéro car

nON*
un +cn =1 pour tout entiem: la somme des carrés des limites devrait étreeégal. L’hypothése de

convergence de la suig, ) . conduit & une contradiction. Cette suite est néessent divergente.

Vn:%kzi‘i|m(exp(ika))=%Im(éexp{ika)} Or : Zexr(lka) exr(|a)eexxrf(lli3)

La partie imaginaire de ce nombre, dont Ie calcall e
facultatif, est majorée en valeur absolue par ldutedu

1-cosna facton
méme nombre, plus facile a calculer, égala—,
1-cosa _
‘ea-i {e” n i—l]) Sin(_a)'COS(Q'H)*’[COS(Q)*IJ sin(_a-n)fsin(_a)

. . A~ . , 2 FAY imag > [co"(a)fl]
qul est lui-méme majore paf— . \ :
1-cosa .
2 . N
Ainsi : |V |< ——— pour tout entien. @gilbertjulia2015]
n\yl-cosa

La suite(v, )

cosla-n)-1
cos(:r)—l

oy converge vers zéro.
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I11.1. La suite (u,),. étant supposée croissante, pour tout entier k>n+1=u,>U,, . En

2n 2n

conséquence » U, = > Uy = NUy
k=n+1 k=n+1

2. V,, = Zuk donc2v,, = Zuk ——Zuk +— Zuk =V, +— Zuk

N N = N g=n+

. 1
Compte tenu de la questian 2v,, —v, =— Zuk 22U,
k=n+1

3. La suite (v,). . étant supposée convergente lastnée. Il en est de méme de la siitg) . qui est
extraite de la précédentea suite(2v,, -V, ) . €st une suite bornée, en particulier majorée.
La suite(u, ), est donc elle-méme majorée. Etant croissante jeréea elle converge. Siest la limite de

(V). €t U celle de(u, ), .. » €N passant & la limite dar&v,, —v, > u,,,, , on obtientv>u.

nON*

n n
Mais d'autre part, pour tout entier, v, ——ZukSEZUnZUn, la moyenne de Césaro d'une suite

croissante est plus petite que la suite elle-m&ngassant a la limite< u et finalementv =u

est alors croissante).

Si (uy) - était supposée décroissante, on aurait la méméusiore(la suite (- u, ), .

4. On peut énoncer : soltl, ), Une suite monotoneElle converge si et seulement si sa moyenne de
Césaro converge et ces deux suites ont alors leertiéite.
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