Ecrit 2 CAPES Mathématiques

CAPES 2015. EPREUVE 1, PB 1

Sujet traitant un probléme d’optimisation a I'aides nombres complexes. Le cas de la somme dascéista
a trois points du plan améne a la notion de pomfl@rricelli d’'un triangle.

1.1.On posez=x+iy.

. |z| = x* +y? . La fonction racine carrée étant une fonctiorcstment croissante, quels que soient
les réelsx ety : |/ x? + y? 2\/?=|x| , légalité n’ayant lieu que sk + y? = x?, c'est-a-dire que si
y=0

» Tout réel est inférieur ou égal a sa valeur absx)bus|x| , 'égalité n’ayant lieu que sk=0

Donc, |z| -x20, I'égalité n'ayant lieu que sy = @t x= 0, c'est-a-dire que giest un nombre réel positif.

|.2. Les réels positifig, +z,| etz|+|z,| sont rangés dans le méme ordre que leurs carrés.
Dune partz + 7" = (z + 2.)a + 2.)=[a[ +[2" + 22, + 22 = |2 +[2,]" + Rela7)
Dautre par{z |+ |2 = |2+ 2, 22z, =[a] |2 +422]

(2] +|2|f -z +zf = 2‘ 212_2‘ - 2Re(ziz_2)2 0 d'aprés la question 1.

Donc, quels que soiert etz, |z|+|z,| 2|z + 7.

1.3. L'égalité n'a lieu que s'il existe un réel positir (strictement puisque, etz sont supposés tous deux
non nuls) tel quezz, =a

— a
Puisque 22 | 2| , 42,50 = Z,= | |221 Le réel A=——- étant un réel strictement positif si et
2 2 4

seulement siz en est un|z| +|z,| =|z + z,| si et seulement si il existe un réel strictemensitif A tel que :

z, = Az, ou encore si et seulement sirg{ﬁ] =0 (2m).
z

n
[1. S'il existe des reels strictement positifs tels que = A,z , alors : sz (ZA le et cette somme
k=1 k=

n

= Z( k|Zl|) Z|Zk| il s’agit
k=1

ZA est elle-méme un réel strictement positif. Dansacsa
k=1

d’'un cas d’'égalité.

Réciproguement, montrons I'inégalité par récurregtoi&tudions par la méme occasion le cas d’égalité

n n

sz sZ|zk| a été démontrée pour tout 2-uplet, I'inégalitéyara lieu que s'il existe un réel
k=1 k=1

strictement positifl, : z, = A,z

L’inégalité
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<2 |z et

n
Supposons gu'a un rang = 2, pour toutn-uplet (z1 ..... zn) de complexes tous non nuI)sZ z,
k=1

k=1

n
=Z|zk|n’ait lieu que s'il existe pouk =2,...,n des réels strictement positifs
k=1

que de plus I’égalit%sz

k=1
Ay, A tels que iz = A,z .
Alors daprés 1.2, quel que soit le(n+1) -uplet (z,...,2,,z,,) de complexes tous non nuls:

n’ “n+l
n
2%

k=1

n+l

sz

n+l

2.%|=

k=1

+|2..4| et d'apred .3 'égalité +|2.,4| n'a lieu que s'il existe un réel strictement

positif A tel que :z,,, = /](z zk]
k=1

n+l
D’apres I'hypothése de récurrencg): z, | <
k=1 =

1
+|zk+l|s(zn:|zk|J + |2 :i|zk| ce qui montre l'inégalité
k=1 k=1

n
pour les(n +1)-uplets donc I'hérédité de I’inégali'{ z,
k=1

n
<>zl
k=1

n n n n

L'égalité n'a lieu que s, :A(z zkj:/}(z/lkzlj:(z/lﬁkalet/}kﬂ :(Z/}/lkjest un réel strictement
k=1 k=1 k=1 k=1

positif, somme de réels tous strictement positifs.

Ce qui montre I'hérédité de la condition liée as d'égalité.
Le cas d’égalité peut s'interpréter par le fait qu&r{iJ =0 (277) pour toutk =2,...,n.
z

Partie B. )
I. Les racines"™*°de l'unité.

k=1 k=1 | & k=1 Zk|
n Z n Z n z n _Zk n |Z |2 n
> =0=> % =3""%=0 par conjugaisonet d'autre party =y =%"z| . Donc
k:1|zk k:1|zk| k:l|zk| k=1 | | k=1 Zk| k=1

2. Tous Iesuk sont des complexes de module 1. Pour chaque &ntjeg(z - z.) =|z -z .

Zuk(z zk)(

|z z|=>
k=1

|Uk(z‘zk)| |Zk| |Zk|
k=1 k=1

3. L'égalité |z z]=Y" |zk| a lieu si et seulement si I’égaliéﬁk(z—zk]:

k=1 k=1 k=1 k=1

Zn:Uk(z— zk* a elle-méme

lieu.
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Si le pointM est distinct de tous les pointg, alors lesz -z, sont tous non nuls, de méme que tous les
U, (z— zk). L’égalité a alors lieu d’apréd si et seulement si il existe polkir=2,...,n des réels strictement
positifs A tels qued, (z- z, )= A,0,(z- 7).

Il se peut cependant qi# soit confondu avec I'un de&. On peut supposer, quitte & modifier I'indexation,
que c'est aveé\,. Dans ce cas, les sommations précédentes s’aréétémdice n—1. Dans le cas d’égalité,

il existe pour k=2,..,n- 1des réels strictement positifd, tels que T,(z-z)=A0,(z-2z) et
U, (z-z,)=0x0,(z- 7). Les réels), sont alors tous strictement positifs, sauf unesgtinul.

De toute fagon ZUK(Z z.)= (1+Z)I Jul(z z).

k=1

n
2|z
U(z-z)=-—%L—— est un réel strictement négatif et il en résultee qies autres

n
(1+ ZAKJ
k=2
U (z-z)=A0,(z- z) sont aussi des réels strictement négatifs (saptubétre).

Réciproguement, si tous ces nombres sont desstielement négatifs (sauf peut-étre un qui estangluel

, U \z-z . : "
casM est I'un des point#y), tous les rapportsjg—k)):/]k sont tous des réels strictement positifs (sauf
ulz—-z

peut-étre un 9Vl est I'un des pointéy), ce qui assure le cas d’égalité.

[1.4. Si les uk(z zk) —|zk| sont des réels négatifs, alors les nomﬁ»ﬁsz sont tous des nombres

|Zk|
reels.
Mais puisque aucune droite ne contient tous lestpgy, il n’est pas possible que tous les poilstsoient

alignés avecO et que tous Iej—" aient des arguments congrus modmidil existe i et j tels que
z

|z
Z

arg:(z| ¢arg(z )modﬂet par suite le nombrf— n'est pas un réel). Si# ,Qalors il y a au moins

Z . . " : .
deux nombreﬁz qui ont des arguments non congrus modutcet qui ne peuvent étre simultanément
Z

réels.

Par contraposition, si les nombrﬁzsont tous des nombres réels, alprs . L@réciproque est évidente.
Z

[1.5. Sous les hypothéses de I'énoncé, c'est-a-direrésasve qu'il existe effectivement un repere d'imgg

O distinct de tous le8y dans lequel les affixeg vérifient Z| |
Z
n n n
Pour tout poinM du plan d’affixez dans ce repéred’ MA, =Z|z— 2|2 |z|=>_0A ce qui prouve que
k=1 k=1 k=1 k=1

n

D" MA, atteint un minimum lorsquiel est enO. La condition nécessaire et suffisantel Hd assure I'unicité
k=1
de ce point.
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_—

OA,
OA|

Le probléme de la localisation @@ dans le planrevient & obtenir des vecteurs unitai de somme

nulle ... Ce n’est pas gagné.

Petite parenthése pour aller un peu plus loin

Dans le cas de trois poinds, A;,, A; non alignés et dans I'hypothése ou un tel poinstexion est amené a

—_—

considérer les pointB, des demi-droite§OA, ) définis par ;OB =ﬁ
distance 1 du poir®. Puisque d’autre pa®B, + OB, + OB, =0, le pointO est a la fois le centre du cercle
circonscrit et centre de gravité du triang¢B,B,. Les seuls triangles dont centre du cercle circinst

centre de gravité sont confondus sont les trianggedlatéraux.
Si on suppose\A A, triangle direct,B,B,B; est triangle équilatéral direct.

(k=123). lls sont tous & la

O étant centre d'un tel triangle :

(651,@2)= (O_Al,aAZ): (OﬁBz,O_B’s)= (ﬁz.aﬁe)Z (FBs,FBl)Z (O_Ae.&q)=2—n(

27)

Le pointO est sur les trois arcs capables d'oti 'on \(@it, A, ) ; (A,, A,); (A, A) sous I’angIeZ?” (27).

Il s’agit des petits arcs des cercles circonscaitx -
triangles équilatéraux indirectzNAA; , AAA; et Pl

AA A, (figure ci-contre).

Réciproquement, siAA,A; est un triangle direct, les wf
cercles circonscrits aux triangles équilatérauxireuds
AAA;, AAAA et AAAA, se coupent sur leurs petit
arcs a condition toutefois que les trois anglesridungle

aient chacun une mesure appartenant{Oaﬂ , s

condition d’existence d’un poi@ tel qu’on le recherche.

Si cette condition est rempli®, se trouve sur le méme demi-plan de fronti(‘#k@b\‘l) que le pointi; et par

cocyclicité sur un méme arc du méme cerc(@A\z,OA‘l)z (ASAZ’ASA&):%T (277)

Donc (@ﬁi)z(@@)+(@@)=%+gzn(2ﬂ Ce qui explique queD est un point du

segment[AlA'l]. Il est de méme SL[IAZA'Z] et sur [ASA'g], ces trois segments ont un point commun.

On peut comprendre les hypotheses de la partie C.

(Fin de la parenthege

G. Julia, 2015 |I|



Ecrit 2 CAPES Mathématiques

Partie C.

Le triangleABC étant direct, et les trois triangles équilatéraamstruits extérieurement, les trois triangles
_ o ) ) AB=AC

A'CB, B'AC et C'BA sont des triangles équilatéraux directs. En coresgmp: (A_C. A_B)=§(27T). De

A AC=AB , T . .
méme : (ﬁ ﬁ)zg (27). La rotation de centra et d’angleg transforme a la foi€ enB’ etC’ enB.

CC'=B'B
Donc: /. __\=2(27)
cc.z8) 3

Avec les complexes, la rotation de cenfreet d’angleg

transformanC enB’ etC’ enB: g
J3 {b':a+ ulc-a)=all-u)+uc

si uzgm=1433
2 2 b=a+u(c-a)=a(l-u)+uc

gjulia2015

b'-b A .
Donc : —— =u. Mémes conclusions ...
c-c

&

PuisqueQ est un point du segmenBB] : (@,E)Z(ﬁ,?)Zﬂ—(FC',?B)Z%T(ZH) et de méme

pour les deux autres angles.

Si on désigne par, s, t les affixes de QA , QB , QC , elles sont toutes de module 1 et compte tenu des
QA 1QB|| [QC
.21
mesures des angles obtenuess=jr;t=js=j’ avec |j —e 3 :—%+i§ . Alors:

r+s+t:r(1+ j+ jz):o, ce qui montre qu QA + 28 + QC =0. Le pointQ est bien le poin® qui
QA ||QB| [QC

vérifie les conditions de la parti
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