Ecrit 2 CAPES Mathématiques

CAPES 2014. Les deux problemes de géomeétrie.

1. Epreuve 1, probleme 1 : le sujet

Cette épreuve s'intéresse aux applications bijestidu plan qui transforment une droite en une drdtette
propriété caractérise-t-elle un certain type d’ajgptions du plan ?

Notations
On désigne paGLQ(R) 'ensemble des matricezx 2 inversibles a coefficients réels. Soit un planrefy

muni d'un repere (O;1;J). Les coordonnées dangpere des points deé sont notées sous forme de matrices
colonnes éléments del,,(R)

Définition. Soitf une application d& dansP. On dira qud vérifie lacondition des droitesi :
1. f est bijective.

2. Pour toute droite D d&, f(D)est aussi une droite @@

Le but du probléme est de trouver toutes les agipdies vérifiant la condition des droites.

Partie A : conséquences de la condition des droites exemples

1. Soitf une application d& dansP vérifiant la condition des droites.

1.1. SoientM et N deux points distincts d&. Montrer que I'image paf de la droite MN) est la droite
(F(M)£(N).

1.2.SoientD etD’deux droites distinctes d@. Montrer quef (D)n f(D')= f(D n D)

1.3.Montrer que les droites (D) et f(D')sont paralléles si et seulement si les drdltex D'sont paralléles.
1.4. SoientM, N, P trois points distincts dé&. Montrer queM, N et P sont alignés si et seulementfs(iM )
f(N) et f(P) sont alignés.

1.5. SoientM, N, P, Q quatre points distincts d&. Montrer queMNPQ est un parallélogramme si et
seulement sif (M) (N) f(P)f (Q) est un parallélogramme.

2. Soient AUGL,(R) et BDMZJ(R). On considére l'applicatiorf,; de P dans ¥ qui a tout point
X

X =( j associe le poinAX + B
y

2.1.Montrer quef, est bijective et déterminer son application rémijie.

2.2.SoientM, N, P trois points distincts d&. Montrer queM, N et P sont alignés si et seulementfgi,B(M),
fAB(N) et fAB(P) sont alignes.

2.3.Montrer quef .5 vérifie la condition des droites.

3. SoientO’, I, J' trois points non alignés de. Montrer qu'il existeADIGL,(R) et BDMM(R)
tels quefAB(O)=O‘, fAB(I ): [ fAB(J):J'.

Partie B. Endomorphisme de I'anneau R
Ax+y)=dx)+ dy)
Axy)= dx)ely)

Soit gune application dB dansR telle que(b(l):let pour tous réelsety : {
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1. Montrer que :¢{0)=0 et que pour tous réexety: ¢(x - y)=¢x)- dy)
2. Montrer que pour tout nombre réedt pour tout nombre réel non nul a{%) :(0(_3

3. Montrer que pour tout entier naturel ¢{n)=n
4. Montrer que pour tout nombre rationmel ¢{r)=r

5. Soienta et b deux nombres réels, tels qaeb. Montrer queg(a)< ¢{b).On pourra utiliser I'égalité

b-a=(b-af

6. Soitx un nombre réel et sastun nombre réel strictement positif.
6.1.Montrer I'existence de deux nombres rationneletx” tels quex—£< X< X< X'S X+¢&

6.2.En déduire quec— < g(X)< x+ £
6.3.En déduire quep=Idy

Partie C. Un cas particulier
Soit f une application de P dans P Vvérifiant la condition des droites et telle que

f(O)=0;f(1)=1; f(3)=2J
1. Justifier I'existence de deux applicatiopet ¢ deR dansR, telles que pour tous nombres réetsy, les

0 0
images paf des points de coordonné%} et( J sont respectivemeEr?(ox)j et (l// j
y

(y)

2. Vérifier que ¢{0) =(0)=0 et que ¢f1)=y(1)=1

X
3.1. Soientx ety deux nombres réels non nuls. SoiéntB ; C les points du plan de coordonné{soj,

B(BJ et C@j Montrer quef (O)f (A) f(C) f(B) est un parallélogramme.

X
3.2. En déduire que pour tous nombres réekst y 'image du point de coordonnéEsj est le point de

y
d@j

coordonnée{ .
wly)

X 0
4. Soitx un nombre réel non nul. SoiehetB les points de coordonné@{oj et B[ j
X

4.1.Montrer que(f (A) f(B)) est paralléle aJ).
4.2.En déduire que pour tout nombre néelg(x) =(x).

X
5. Soientx ety deux nombres réels non nuls. SoiégntB, C les points du plan de coordonn@%%)
+
B y etC Xy .
1 1

5.1.Montrer que f (O)f (A) f(C) f(B) est un parallélogramme.
5.2.En déduire que En déduire que pour tous nombrésxéey : ¢(x+ y)=g¢x) + ¢y).
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X
6. Soientx ety deux nombres réels non nuls. SoigntB, C les points du plan de coordonn@%%)

) 2<ls)

B etC :

y Xy

6.1.Montrer que les droiteAC) et (B) sont paralléles.
6.2.Montrer que les droitd$ (A) f(C)) et (I f(B)) sont paralléles.
6.3.En déduire que pour tous nombres réadsy : ¢(xy)=dx)dy).

7.Montrer quef =1d;

Partie D. Cas général.
Soitf une application d& dansP vérifiant la condition des droites.

1. Montrer quef (0), f (1), f(3) ne sont pas alignés.
2. Montrer qu'il existe ADGL,(R) et BOM,,(R)tels quef,5(0)=f(0); fag(l)=f(1); fas(d)=f(3)
3. Montrer quef, g~ o f =1d;

4. Donner toutes les applications vérifiant la candides droites.
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2. Eléments de correction

Partie A.

1. Soitf une application d& dansP vérifiant la condition des droites.

1.1.M etN étant deux points distincts @ leurs imagesf (M) et f(N)sont des points distincts puisque
est bijective. L'image deMN) est une droite, elle passe par les points distir{®1) et f(N), il s'agit de la
droite (f(M) f(N)).

1.2 et 1.3. L’hypothese importante eihjectivité def.
De facon tout a fait générale, l'inclusidi(D n D')0(f(D)n f(D')) est en effet vérifiée quelle que soit
I'applicationf définie sur un ensemble donné et quelles que Sleiepartied etD’ de cet ensemble.

Voyons l'inclusion réciproque. Soit un point def (D) n f(D'). Il existe par hypothése un poldtdeD tel
queV = f(U) et un point)’ deD’ tel queV = f(U'). Maisf étant supposée bijective, elle est injective et le
point V a parf un unique antécédent:=f(U)=f(U')=U =U". Donc, l'antécédent d¥ appartient a

DnD' . Tout point de f(D)n f(D) a pour antécédent paf un point de Dn D'
(f(D)n (D)0 f(D N D)
Finalementf (D) n (D) .. = f(D n D') en raison de I'injectivité de

On sait que l'intersection de deux droites du mahou bien une droite, ou bien un unique pointbien
'ensemble vide. On sait aussi que dans le plae, intersection de deux droites égale a I'ensemigle v

caractérisge parallélisme strict des susdites droites.
Dés lors, si on considére les deux paires de drodeet D’ d’une part, f (D)et f(D') d’autre part, de trois

choses l'une :
* Ou bien une des deux paires de droites est une gaidroites confondues. L'autre paire aussi.
* Ou bien une des deux paires de droites est une gaidroites sécantes en un unique point. L'autre
paire aussi.
* Ou bien une des deux paires de droites est une gaidroites strictement paralléles, I'autre aussi.

Ainsi, D etD’ sont sécantes (respectivement, paralléles) sikraent sif (D)et f(D') le sont.

1.4.SoientM, N, P trois points distincts d&. Les pointaV, N et P sont alignés si et seulement si les droites

(MN) et (MP) sont confondues. D’aprés ce qui précetld et la « premiere des trois choses »), cette
condition équivaut au fait que leurs droites imafyeiv )f (N))et (f (M) f(P))sont confondues, condition

qui équivaut au fait que(M), f(N) et f(P) sont alignés. (Par contraposition, trois pointst smn alignés
si et seulement si leurs images psont trois points non alignés).

1.5. SoientM, N, P, Q quatre points distincts d&. MNPQ est un parallélogramme (non aplati) si et

seulement si les droiteMN) et @QP) d'une part ainsi que les droiteBlF) et MQ) d’autre part sont
strictement paralléles. D'aprés ce qui précetld €t la « troisieme des trois choses »), cette iiond
équivaut au fait que leurs droites imadééM )f (N))et (f(Q)f(P)) d'une part, ainsi quéf(N)f(P) et
(f(M)f(Q)) dautre part, sont deux & deux strictement paeslékondition qui équivaut au fait que
f(M)f(N)f(P)f(Q) estun parallélogramme (non aplati).

2. Soient ADGL,(R) et BOM,,(R). On considére I'applicatiorf,, de P dans P qui & tout point

X
X =( j associe le poinAX +B.
y
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2.1. PuisqueADGL,(R), cette matrice est inversible et son invessé appartient 3GL,(R) tandis que
AT'BOM,,(R). Alors: Y =AX +B = X =AY - A™B ce qui montre & la fois qug, est bijective et

que son application réciproque est définie pXr-> A" X - A™'B.

2.2.SoientM, N, P trois points distincts d&.

Xy — X Xp = X Xy — Xy Xp = X
On note Xy, x =( N MJ, XM,P:( P MJ etU =(Xy o XM,P)z( NV TR MJ la matrice
YN T Ym Yp =~ Yum YN TYm Yp T Ym

concaténée.

Alors, X o). faa(N) = A{XNJ+B - A{XMJ+B =A{XN_XMJ et de méme
me YN Ym YN T Ym

Xp =X . P '
X ¢ = P "M | de sorte que la matrice concaténée des deux vscienages
A8(M). fag(P) ~ guiazo1s Yo = Y

V =X 1, o) taa(n) Xina(w)iag(e) €S 12 matrice = AU et que :defv)=defA)xdefU), sachant en
outre quedefA)# 0 puisqueA est inversible.

M, N et P sont alignés si et seulementdgi{U)=0, condition qui équivaut &defV)=0ou encore au fait
que fAB(M), fAB(N) et fAB(P) sont alignes.

2.3. L’application f , g est bijective d’apreg.1.

D’autre part, soiD une droite eM et N deux points distincts de cette droite. lls déteeninla droiteD :
D=(MN). Les imagesf,gz(M) et f,5(N) deM etN sont des points distincts puisquiest injective. Un

point P appartient @ si et seulement $i, N et P sont alignés ce qui équivaut au fait qU@B(P) est aligné
avec f,5(M)et f,5(N) cest-a-dire quef ,5(P) appartient & la droitéf , 5 (M) o5 (N)).

L'image deD =(MN) par f, est la droite (f,(M)f,5(N)). En conséquence, limage de toute droite de
P est aussi une droite e La « condition des droites » est verifiée gay, .

3. Un calcul direct démontre a la fois I'existencéuticité des matrice# et B recherchées.

. X, Xy a c a
Si on note :XO.=(XOJ, X,.:[ 'JetXJ.z( JJ,on est amenéarecherchles:( j eth( J de
Yo Yir VAL b d B

a
sorte que l'on ait en méme tempsAX,+B=B=X, ainsi que AX, +B=[bJ+B=X,| et que:
c . X~ X Xy~ Xo
AX, +B=[ J+ B=X,.. Par simple identification, on obtienBz(Xoj et Az( rT o % XOJ.
d Yor Yir =Yo  Ys» Yo
De plus, dire qu®’, I', J' sont non alignés revient a dire qn—a et O'J' sont indépendants, c'est-a-dire

que def{A)# 0. La matriceA est bien danSL,(R).

T.a28)3'¢(0+o)= 2{0) donc : ¢{0)=0
Pour tout réey: 0=¢{0)=¢ly - v)=ly) + o~ )d nc - y)=-dy).

0
Par suite pour tous réetety : ¢(x-y)=@x)+ (- y)=gx)-

d
1 1 1 1
2. Pour tout nombre réel non nyil 1= ¢{1) ‘{yx = dy)x ‘{;j donc -V{—J=w
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Par suite pour tout nombre réelx et pour tout nombre réel non nuly:

o))

3. Par récurrence évidente. Et de plus la rela&i(]rdzn est vérifiée non seulement paurentier naturel
mais aussi poun entier relatif, ce qui va nous servir dans la qoest. En effet, sin est un entier relatif

négatif: ¢fn) = ¢{- ) = ~¢{) = 4nf=n

4. Soitr =2 un rationnel, oyp est entier relatif eq entier naturel non nuko(r)z‘{—pj =M =P-r La
q

q) ¢#a) q

fonction gcoincide avec l'identité sur 'ensemble des ratigls.
5. fb)-fa)=@lb-a)= g&{(\/b - a)zj = (;a(\/b - a))2 >0. La fonctiongest une fonction croissante.

6. 0n considére jusqu'@.3inclus un réek donné.

6.1. Soit un réel strictement positf Soit q un entier tel que q>1 et soit p:[qx] (la partie entiére).
£

P p+1 n_ P+l

Alors : p<gx< p+1 et par suite :=<x<-——. Les nombre'= P et X'= sont deux rationnels et

i) At+A 1 1 1 H ’ " 1 "
d'un coté :0<x—-x'<=<edoncx - <x<xtandis que de lautre0< x"'-x<—<¢& doncx<x'<x+e¢.
q q
On a obtenu deux rationnels qui vérifient un getin plus que les inégalités demandées.

6.2. Puisque la fonctionp est une fonction croissanteyx)< ¢(x)< ¢(x") et puisqu’elle coincide avec
lidentité sur I'ensemble des rationnelsc< ¢(x)< x". Ce qui implique :x-£<¢(x)<x+& et ceci
indépendamment du choix deaussi petit soit-il.

6.3. Nécessairementgp(x): X pour ce réel donng quel qu'il soit. Si en effet il y avait un écadans un

e
2

Ax)0[x-&,x + €] en contradiction avec l'inégalité— £ < ¢(x)< x + £ obtenue indépendamment du choix

dee
Ce qui établit quep=1d

sens ou dans lautre, on pourrait trouver un réelpar exemple : ) tel que:

0j2015

Partie C. un cas particulier.
Soit f wune application de P dans P vérifiant la condition des droites et telle que

f(O)=0;f(1)=1; f(3)=2J

1. D'aprés A.1.1, les droites QI) et (©OJ), d’équations cartésiennes respectives etOx= 0 sont

X
globalement invariantes. Pour tddtde ©lI) [respectivement de0J)] de coordonnéeEOJ [respectivement
( J] , son imageM’ appartient aussi &)) [respectivement &3J)]. Il existe un réek’ [respectivemeny’]
y

X 0
tel queM’ ait pour coordonnée[soJ [respectivemenE J]. Il existe ainsi deux applicationget ¢ de R
y
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dansR définies respectivement paxi— ¢(x)= x' et y+>(y)= y'telles que pour tous nombres réeksy,

0 0
les images pdrdes points de coordonné%éj et( j sont respectivemeEw(()(X)J et( J
0) "y o) ey

2. f0)=w(0)=0 et g1)=(1) =1 car les point@(gj I((l)j et J((D sont des points invariants ffar

X
3.1. Soientx ety deux nombres réels non nuls. SoiéntB ; C les points du plan de coordonné{soj,

0 X
B[ j et c( j
y y
— X
Alors : OA=BC, il s'agit du vecteur de coordonné(eg}. Puisquex ety sont non nuls, ce vecteur n'est pas

—(0
colinéaire a0 . Le quadrilattreOACB est un parallélogramme non aplati. D’apr@sl.5
y

f(O)f(Af(C)f(B) est aussi un paralélogramme non aplati. Il  s'@nsuique :
O/ ¢(><)j EOHOIRG
flO)f (A = fiB) f(C

[ O gjulia2015 yf(C) _w(y)

3.2. L'image du point de coordonné%éj est le point de coordonné%g((x)))
y y

Lorsquex=0 ou bien lorsquey = Qle résultat vient de la définition méme des diEunctionsget (.
Lorsquex ety sont tous deux non nuls, le résultat vient de liégaectorielle précedentex c) =¢x) et

Yi(c) -y(y)=0.

X 0
4. Soitx un nombre réel non nul. SoiehetB les points de coordonné@{oj et B[ j
X

X

4.1. Puisquex est non nulA et B sont des points distincts et le vecteTfB(
X

J est directeur de la droite

(AB). Ce vecteur est colinéaireld, donc AB) et (J) sont paralléles (strictement s et confondues si
x=1). D'aprésA.1.3 les images de ces droites paralléles sont deitesirparalléles(f(A)f(B)) est

parallele alQ).
4.2. On a vu d'abord que {(0)=¢/(0).
—(1
Six est non nul, ce qui précéde montre que le vect&@fiB) [z((x))j est colinéaire aJ [J et a donc des
X

coordonnées égales.
Pour tout nombre réel: g(x)=w(x).

X
5. Soientx ety deux nombres réels non nuls. SoiégntB, C les points du plan de coordonn@{sé}

{gl)
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— . X :
5.1. Alors : OA=BC, il s’agit du vecteur de coordonne(egj. Puisquex est non nul, ce vecteur n'est pas

colinéaire aO—B(ﬂ. Le quadrilatéereOACB est un parallélogramme non aplati. D’'aprésl.5

f(O)f(A)f(C)f(B) est aussi un parallélogramme non aplati. Il s’ergue: : f (O)f (A)= f(B) f(C).

5.2. Pour tous nombres réetety : ¢{x+y)=¢(x)+ ¢y). Cette relation est triviale si 'un des rérisuy
Xt(c) ~ X¢(B) = X¢(a) ~ Xt(0)
Yic) = Yi) = Ye(a) ~ Yt(0)
Ax+y)-dy)=@x) puisque f(C) a pour abscisse(x + y) tandis quef(A) et f(B) ont pour abscisses
respectiveg(x) et ¢(y) et queO est invariant.

est nul. S’ils sont tous deux non nuls, la quesidnprouve que { donc que

X
6. Soientx ety deux nombres réels non nuls. SoiégntB, C les points du plan de coordonn@{%j,

{5) =)

. —( X
6.1. et 6.2.Le vecteurAC a pour coordonnéeAC(

— —(1
j et le vecteurlB a pour coordonnéeslB[ j
Xy y

Ainsi: AC=xIB . Ces deux vecteurs sont non nuls et dirigent ctspenent AC) et (B). lls sont
colinéaires, les droitesAC) et (B) sont paralléles. D'apréa.1.3 leurs droites imageéf (A)f(C)) et
(1 (B)) le sont aussi.

6.3.Pour tous nombres réeiety : ¢(xy)=g¢(x)e(y). La relation est triviale si I'un ou 'autre de&elsx ou
y est nul, et s'ils sont tous deux non nuls, le péliaine des droite¢f (A)f(C)) et (1 f(B)) montre que

de{f(A)f(C),l f(B))gjms:;(if);; w_(;‘:o donc que ¢(xy)-@xw(y)=0 . Vu daprés 4.2 que

fonctionnellementg =¢/, on obtient le résultat.

7. La fonction gvérifie les hypothéses de la pafiell s’agit de I'application identique de dansR. Donc,
f =Id, puisque chaque point du plan a pour image le mEmémes coordonnées.

Partie D. Cas général.
Soitf une application d& dansP vérifiant la condition des droites.

1. D'aprésA.1.4 (contraposée) puisqu®, |, Jne sont pas alignés, leurs imagel®), f (1), f(J) ne le sont
pas non plus.

2. Daprés A3, f(0)f(1) f(J) nétant pas alignés, il existAOGL,(R) et BOM,,(R) tels
00 1000 10) 1y Fasl1)=10): 100)= 100).

3. L'ensemble des applications qui vérifient la dtiod des droites est clairement un groupe polwnilde
composition (dés lors qu'il s'agit d’'un ensembleldi@ctions qui « conservent » quelque chose ...\ski

fA,B_l vérifie la condition des droites de méme que ImpumséefAB_lo f . Mais cette derniére laisse
invariant chacun des poin@, |, J Il s’agit de l'application du « cas particulierde la partieC. Donc de
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I'identité du plan. Il s’ensuit qué = f,g, c'est-a-dire quéest entierement déterminée par la donnée des
images des trois poin@, I, J

4. On aura reconnu darfs, g une application affine bijective du plan. Réciprement, toute application

affine bijective du plan est une applicatién, déterminée par les images des podits, J L’'ensemble des
applications du plan qui vérifient la condition aisites est 'ensemble des transformations afftheplan.
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3. Epreuve 2, probleme 3

Ce probléme étudie les triangles dont certaines dasites remarquables (médiatrices, hauteurs ou
médianes) sont perpendiculaires.

1. Triangles ABC dont les médiatrices deAB] et de JAC] sont perpendiculaires et trianglesABC dont
les hauteurs issues dB et deC sont perpendiculaires.
Il est possible de raisonner en termes d’angledraiées. On not&\ .5 et A .. les médiatrices des cotesH]

et [AC]. Les médiatrices des cOtéaH] et [AC] d'une part, et les cotéB) et (AC) d’autre part forment
deux angles de droites a cotés deux a deux peqpaaides :
(A p5.0 50 )= (8 45, AB) + (AB,AC) + (AC,A ) (77) par la relation de Chasles

(AAB’ AB) = (AC1AAC) = g (”)

Donc : (A 5.A )= (AB,AC) (77)
Ainsi, les médiatrices des c6tésH] et [AC] sont perpendiculaires si et seulement si lessc@B) et (AC)
du triangle sont perpendiculaires, c'est-a-diet seulement $ABCest un triangle rectangle én

Quant a la hauteur issue d& elle est parallele a\,. car ces deux droites sont l'une et l'autre
perpendiculaires a une méme troisieme dr¢A€). De méme,la hauteur issue dé est parallele aA 5.
Les hauteurs issues Beet deC sont perpendiculaires si et seulemenh g et A, sont perpendiculaires ce
gui raméne au point précédent.

2. Il n’existe pas de triangle dont deux bissectr&s sont perpendiculaires

On considére une bissectride(intérieure ou extérieure) de l'angle de somiBett une bissectric&’
(intérieure ou extérieure) de I'angle de somMet.a droite AB) a pour imageRC) par la symétrie axiale
d’axe A, et BC) a pour imageAC) par la symétrie axiale d'axt¥. Donc (AB) a pour imageAC) par la
composee des deux symétries axialess,. o s, . Cette composée est une rotation (et non unelataors
puisque AB) et (AC) sont sécantesyangle 2(A,A").

PuisqueABC n'est pas aplati {AB, AC)=2(A,A") 2 0(77) et par conséquent,A’)# 0 (7_;) . En particulier,

ces bissectrices ne peuvent pas étre perpendasilair

(Cette méthode de résolution prouve ainsi un pes plue demandé : aucune bissectrice, intérieure ou
extérieure, de I'angle de somniehe peut étre perpendiculaire a une bissectricériétre ou extérieure, de
'angle de sommet).

3. Triangles ayant deux médianes perpendiculaires

Soitl le milieu de BC].

2 2
BC” _omi +a7 (théoréme de la médiane).

Pour tout poinM du plan :MB? + MC? =2MI % +

2 2
Si on considére le poirt: ¢ +b? = AB? + AC? =2Al? +%=18GI2 +a7 (car Al =3Gl ), ce qui donne :

_2b*+2c? - a?
36
Si les médianes issues Beet deC sont perpendiculaires, le triangBBC est rectangle e® et G appartient

GI?

au cercle de diamétr&(] : Gl :g

2 2 2 2
. . a“ _2b“+2c"-a° - .
a, b, csont liés par la relation ; === = = c('est-a-dire par la relatiorb? + ¢? = 5a?

julia2015 7 36
Réciproquement, sakBCest un triangle non aplati dont les mesures désaddrifient cette relation :

G. Julia, 2015
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Le point G n'appartient pas aBC) puisqueG est strictement entreet A. GBC est aussi un triangle non
aplati.
2)_ 42 2 2
= 2x(5a ) a’ % _& et: Gl =E=B—C. Le triangleGBCest un triangle rectangle én
36 36 4 2 2

Les droites GB) et (GC) sont perpendiculaires.

Gl?

SoitB et C sont deux points distincts du plan tels &€ = a et soitl le milieu de BC].
SoitM un point du plan, n'appartenant paBB&).
Les médianes issues d® et de C du triangle MBC sont perpendiculaires si et seulement si:

2
o ) a ) .
MB? + MC? =5a% , c'est-a-dire si et seulement siZMI2+7=5a2 ou encore si et seulement si:

2
M2 =22°
4
L'ensemble des pointd! tels que les médianes / G
issues deB et de C du triangle MBC sont o | /f‘9\6©‘:\~;‘;\
perpendiculaires est le cercle de cehteede rayon | &Hlia2015 | —= :

3a . . .
> privé de ses intersections av8c. \ / .

4. Construction du projeté A’ du sommetA sur la grande diagonale BH] du cube ABCDEFGH
Soitala longueur d’une aréte du cube.
Dans le cube, le triangkeBH (entre autres triangles) a la propriétéddBicar : BH =a/3 et AH=ay2, ce

qui fait que :BH? + AH? =5AB? mais honnétement je ne vois pas en quoi celapgidela construction de
A’. Procédons autrement ...

« AF=FC=CA=aJ/2 :le triangleAFC est un triangle équilatéral.

« BA=BC=BF=a etHA=HC=HF =ay/2 : les pointB et H sont tous deux équidistants des trois
sommets du trianglaBC. Ils appartiennent & son axe médiategu’ils déterminent.

* (BH), en tant qu’axe médiateur du trian@BC, est la droite orthogonale au plakBC) passant par
le centreA’ du cercle circonscrit & ce triangle. Tout point(A8C), et en particulieA, se projette
orthogonalement e’ sur BH).

» ABCétant équilatéral, le poit’ est en méme temps le centre de gravité du triangle

Une construction d&’ a la regle seule en découle : Le point d’inteisadtdes diagonaledBD) et (AC) du
carre ABCD est le milieu de BC]. La droite fl) est une médiane du triangdd8C. Incluse dans le plan
(BFH), elle est sécante ave8H) enA’.

! Dans I'espace, 'axe médiateur d’un triangle npat est I'ensemble des points équidistants ois sommets. C'est
la droite d’intersection des plans médiateurs désscde ce triangle. La droite d'intersection desg médiateurs de
deux des cOtés est en effet incluse dans le plaiateér du troisieme coté.
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Le logiciel permet une vérification de la

construction en utilisant une autre propriété dntpo

A

Si 'espace est rapporté au rep&eB—C,ﬁﬁ),

les points A,C, F, H ont pour coordonnées

respectivesA(010) ; C€(010) ; F(001) ; H(111).

Le plan ABQ) est le plan d’équatiox+y+z=1

tandis que la droite BH) a pour équations
X=A

paramétriques: sy=A,A0R . Le point
z=A

d’intersectionA’ de BH) avec ABC) est le point

giulia2015
A

A(%%%j de sorte que :BH=3BA , relation

gu'atteste le logiciel.

Al

tem
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