Ecrit 2-2013 CAPES Mathématiques

Epreuve 2. Probleme 1 : puissances de matrices

Vous trouverez I'énoncé complet sur le site du C3PHitp://capes-math.org/data/uploads/EP2_2013.pdf

Voici un canevas de résolution plus ou moins détaélon les questions, a consulter seulement @gveis
travaillé le probléme.

A moins que quelque chose m’ait échappé, je trquedes questions les plus délicates sont « camditi
suffisantes 4.2 et 5.1 ». Il vous reste a congruime solution « aboutie ».

1. Etude d'un exemple

L’écran ci-contre résume les principaux résult@sekte ] Termine
partie. s
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2. Résultats préliminaires
1. Ne pas perdre de vue que I'ensemble des suitepleres convergentes a une structure d’espace iadctor

surC.

k=p
2. Dans2.1 et2.2 la multiplication ne se fait pas du méme coté. an: (A, X):[z a, (n) xk]} :
— 1<i<
k= i<)2q
Dans 2.2 il faut supposer que(Aq)est une suite convergente de matrices Mg(C) et I'on a
k=q
(X A, )=(zxik(n)akjj '
k=1 Iisp
I<j<q
3. On peut fixer un entiew tel que 1< u < n et noter R, la matrice deM p(C)dont lau-eme ligne est
composee de « 1 », toutes les autres lignes atdes fmaisil y a peut-étre mieux comme choix de.R.

lors : (A, Ru)[zu]

vers zéro.

y = (aiu(n) )Jéijipp . Cette suite de matrices doit par hypothese converge
<i<p s

3. Condition nécessaire

2. Soity un vecteur qui est dans l'intersection considétégagit d’'un vecteur invariant u(y) —-y=0eten
méme temps il existe: y=u(x)-x .

Conjecturer (en calculant poorl, 2, 3 et 4 par exemple) une relation exprima’i‘(m) en fonction den de

X et de u(x) puis la démontrer. Prouver en utilisant I'hypothéde limite nulle que nécessairement
u(x)—x:O
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4. Condition suffisante

1, 2 et 3. Tout polyndme a coefficients complexes non conssamet au moins une racine dadsll en
résulte que tout polyndme non constant a coeffisieamplexes est scindé stir Pour tout endomorphisme
udeC", il en est ainsi du polyndme caractéristiquegétlt d’avoir un polyndme caractéristique scindé e
une condition nécessaire et suffisante de trigeagdin.

4.2. Soiti tel que2<i<n. Supposons que les suil(e§ (ej )) convergent vers zéro pour les rangs 1,-2].

Sous cette hypothése, pour teut 0, il existe un entiem, tel que :k=2m, = ‘uk(ej X < & pour tous les (il

existe un entiem pour chaqug, il suffit de choisir le plus grand de tous).

i-1
L'image paru deg peut s’écrire u(e,)zai § +[Za1i g J =a, e + X en désignant parle vecteur :
=1

i-1
X= aji ej .
j=1
n
Etablir queu"(g)=a;"e + > a;"“u*™(x) en convenant que représente lidentité.

k=1
Fixer m.

Considérer un entian strictement supérieur &y, et majorer

u”(e,)( en « coupant en deux » au niveau du

rang my la somme précédente. (On obtient donc une somni tdemes qui pour des raisons diverses a
préciser pourront étre rendus « aussi petits quevéeut »)

Montrer qu'au final,

u”(qx peut étre rendu aussi petit que l'on veut en dtmamt d'aborde

« suffisamment petit », puig; subordonné au choix dgpuisn assez grands.

5.1. Le point clef de cette question est de montrerlgmage deu — Id est stable pau.

Soitz appartenant & 'image de- Id . Il existey: z=u(y)-y.

Compte tenu de la supplémentarité des deux so@Eesmoyau et image, on peut supposerlygmpartient
a Iimage deu-Id (car il peut de toute facon se décomposer en umemso y=Yy; +Yy, avecy,

appartenant a I'image de- Id et y; vecteur invariant qui ne change rien a I'exprerssieu(y)— y).
Il existe doncx: y =u(x) - x etzs'exprime en fonction de: z=u?(x)- 2u(x)+ x
Calculeru(z) et établir qu'il est I'image pamn - Id d’un vecteur a préciser.

Define g=|0.2 0.1 Terminé
0.2 0.3

1

5. Applications Define -]

i Terminé

(=IO A

0
1 0 0 Terminé

Les matrices d@.1, 2.2 et 2.3 sont stockées en NP T
variablesa, bet c respectivement. :

La matrice de2.1 admet deux valeurs propre
distinctes qui sont 0,1 et 0,4, toutes deux ( o ho8) o)
module strictement inferieur & 1. La suitd)( | o5 O
converge vers la matrice nulle. | '

charPoly(a,I) x2—0‘5- x+0.04

6/99
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[TactorcnarFo Iy a, X

eig'\]l(a)

Celle de2.2 admet comme valeurs propres

charPon(b,x)

avec l'ordre de multiplicité 2 et'E. Mais le

cFactor(charPoly(b,x))

noyau et I'image deu—Id ont une intersection
non réduite au zéro. Le noyau est la dro
vectorielle de basé100) et I'image est le plan

b-1

d’équation z= Q plan qui contient la droite

0
0
0

Xz

CSOIVE((JJI)' F}

vectorielle de basd100) . La suite A") n'est
pas convergente.

1
0
0

=gz

cSolVe((b—l)- F

13 13

. ClA . =
{0.1,0.4}
1 1
oo i i) e
2 2
*(x—l)z- (2‘ x—i)
2
0 1 i
1.
0 -1+—17 1
2
0 0 0
x=ci and y=0 and z=0
6 4 4 7
x=c2and y=—-—"7 and z=—-—"1¢
13 13
=

[t Le scalaire a été multiplié par la matrice unité.

1 ol ] R
charPoly(qx) ’Y3+(1+f)‘ 2y i—i . r—l
Celle de2.3 admet comme valeurs propres 1 ’ VI
i e cFactorl:charPoly(r:Jx):l -1l "7.2
- avec I'ordre de multiplicité 2. Le noyau est | %
. . . x| [0 x=c3 and y=0 and z=0
droite vectorielle de bas@,00) et I'mage est le csmve((m)[},]- ofz
7 . . . z| |0
plan d'équation x= 0 Leur intersection est T p—
réduite au zéro. La suité\l) converge vers la CS°‘VE((C‘1)\>I-OJWJZ
z] |0
1 O O c-1 0 0 0
matrice|0 0 O 0 77%‘, g
0 0O o 4 sl
—"—}Le scalaire a été multiplié par la matrice unité. 116 ”
! =1 TV ! @)
cSolve (C*l) ;] é L6z faise
z| |0
c-1 0 0 0
, ) , , 0 -7+l‘i 9
Un calcul approché de puissances élevées (| 2
par exemple) de ces matrices laisser o
conjecturer d’ailleurs une convergence probal] o 8.607€-81 5.607E-51
des matrice®.1 et 2.3 et une divergence de cell¢ L7A1ES0 LT2IEE0
bZOO 1. 0.8+0.4¢ 159.5+279.4 i
de2.2. 0. 6223661  0.8+0.47
0. 0. 1.
L_200 1. 0. 0.
0. 6.2236-61+1.4946-57 1 -1 496-67-2.24E°57 i
0. 1.4E-68+9.957E-58' 1 6.223E-61-1 494€-57 ¢
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