Ecrit 2-2013 CAPES Mathématiques

Epreuve 1. Probleme 1 : nombres irrationnels
Indications

Vous trouverez I'énoncé complet sur le site du CRHtp://capes-math.org/data/uploads/EP1_2013.pdf

1. Exemple de nombres irrationnels

1. Montrer que/ﬁ rationnel implique\/ﬁ entier naturel puis contraposer.

2.Un nombre premier n’a pas de diviseur strict, @sndonc pas un carré...

N

n2 . : . , .
3. Supposerm rationnel. Il existerait deux entiers naturplst q premiers entre eux, tels qu In:
n

In

ot
I
oo

donc tels que 29 =3° ...

2. Preuve de l'irrationalité de nt

1.1. P', (x)=(a-2bx)P,_ (x)

1.2. Par récurrence. Au rang 1P'(x)=(a-2bx)Py(x)=a-2bx. Cette dérivée est > 0 pour

a 1T T a a . , .
0<x<%25 et<O0 pourE:%<x<E:n. La fonctionP; s’annule en zéro et em est strictement

croissante sur[o ; 7—21 et strictement décroissante SEH’_ZT n] Elle admet un maximum enzq:Z%.

Supposer qué,_; a ces propriétés et montrer qu’alors la fonciples a aussi.

( 2 n
. a 4bJ

OnobtentsupP =P|—|=—
I [0; r[]| n(XX n(ij ||!

1.4.Méme question que dans un autre sujet posé en @ati3ulter un bon manuel d'analyse.

[2) (%
nls)

peut étre rendu plus petit qu’un nombre strictenpdu petit que 1 de votre choix (que 1/2 par eXejnp

1.5. Le quotient de deux termes consécutifs de cette ssi : . Pourn assez grand, il

La suite(l n)est minorée par la suite nulle et majorée par uite sonvergeant vers zéro.
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2.1.Pour0<k<n-1, P, se présentant sous forme de produit, on peut dérmesila formule de dérivation

=N .
d’'un produit de Leibniz f(k)=2(}u(‘)v(k'l) avec u=x"et v=(a-bx)". On peut écrire:
j=0 J

() ()= M - (S 1 VL L AV S AR e frivat
ul(x)=+—x et v X)=—1(-Db a—bx pour des ordres de dérivation
M=y M=y 0 (e

convenables.

Trouver des raisons pour lesqueld®)(0) = Pn(k)(%j =0

2.2.Pourn<k<2n, la formule de Leibniz peut étre reconduite a d¢ma de convenir que lorsque 'ordre
de dérivation d’'un terme du produit dépasska dérivée correspondante est nulle.
En zéro, il y a un seul terme de la somme qui aarslle pas, celui ou on a dérinéois exactement la

fonctionu (c'est-a-dire celui tel qug=n): P,*)(0) =ma2”_k (=)™

Trouver des raisons pour Iesquelle§k)(0) est un entier relatif.

a . . , o e
En 5 il y a un seul terme de la somme qui ne s'anpalg, celui ou on a dérivé fois exactement la

fonctionv (c'est-a-dire celui tel quk - j =n). Faire pareil.
2.3.P, est un polynéme de degré.2Que dire de ses dérivées d'ordrén+ ?1

3.1. On ne perd pas de vue gBget ses dérivées successives prennent des valgigres relatives aussi

: , . a
bien en zéro qu e%— =7T.

Par une premiére i.p.p.;, =f:/b P, (x)sinxdx=[- P, (x)cosx]3’® + J':/b P,"(x)cosxdx.

Le crochet est un nombre entier d’aprés la questiboédente. Reste a s’occuper de l'intégralemesta

:/b P,'(x)cosxdx=[P,"(x)sinx]3"® —J:llb P, (x)sinxdx. Le crochet est nul puisque le sinus prend la

. - . a < _— o
valeur zéro aussi bien en zéro qugnz 7T. Reste a s’'occuper de l'intégrale restante, quiengeu la

dérivée seconde.
On va continuer & i.p.p. comme ¢a, en obtenantoup cin crochet nul, un coup un crochet entier ifelat
jusgqu’a ce qu'il n’y ait plus a « s’occuper de tégrale restante » (quand ?).

3.2. En supposant que est rationnel, on a donc démontré d’une partlq@st une suite de nombres réels
strictement positifs convergeant vers zéro et deapéart que tous ldg sont des nombres entiers...

3. Développement en série de Engel

1. La série de termes positi(§n) est majorée terme a terme par la série géométdqueremier terme

1 .1
— et de raisop—.
2l Ch)
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21 & 23. La suite (x,) est définie par la formule de récurrence :

Xne1 = (1+ E[%an -1=X, + X, E[Xij -1
n n

Le premier terme de cette suite est par hypothésembre réel strictement positif.

Montrer par récurrence qugest un réel strictement positif.

Au passage, on peut noter que puiseye agx, — et que :x=i +i[a1,a2,...], le nombrex; admet lui-
9 G

méme un développement en série de Engel quixgst [al,az,...]. Cela peut servir plus tard.

e : X :
2.4.Vérifier que la suite (Sn_l +—”] est une suite constante.
ag--An1

3.1. De maniére genérale :Sn=Sn0_1+;{i+...+ 1 J En passant a la limite:

an, a, ..a,

g 8n 1 .

[ao,....] =Syt 3 [ano, ..... ] Si une autre suite de Engel coincide avec cefpeur ses), premiers
O... no_l
. 1
termeshy =4 ...;by 1 =a, 4, 0na au35|[b0,....] =Sp1t——— [Py ]
g--8n, 1

3.2. Montrer quea, est I'unique entier se trouvant dans I’interva]l% ;l +1] Quant a Iui,E(EJ est par
X X X

e : . : : : 1 1
définition de la partie entiere I'unique entiertsguvant dans I’mtervalle}— -1 ;—} .
X X

T =
2 4
- =
i | S
Le logiciel nSpire trouvet.2 mais non pag.3 |<0=
Cependant, la comparaison de la limite présun| - -
A . X
avec un terme de rang élevé est tr P ZW
encourageante. prs =0
2
20 -5 E14
1
COSh(l)ﬂiZ (2 ne2))|
n=0
11;“
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o o

> o] P (e

n=0 n=0

2
20 5.E14

5. cosh(1)—1—Z !

{2 nt2)l
22 23 % 2m?
cos .\/E 2_—+—+—+...: 2 n+ - !
|’( ) a4 e 8 nz0 (2n + 4)! Z (;n:)! N z{(z('i)*‘l-)!

n=0 n=0

cosh{|f2 }}i

n=0

2.E14
2n+2

(2 mra)

| o

6. Le sens réciproque ne pose pas de gros problemes.

Sens direct :Supposons quex =Po (avecpo et g non nécessairement premiers entre eux, de touba fac
q
cette propriété va se perdre apreés itération).

Soit : g = pgUug + 1y la division euclidienne du dénominateur par le atateur, ave®<ry < pg .

Ou bienry = 0 auquel cag est I'inverse d’un entierx =i = Z;nﬂ la suite associée est une suite
Uo 20 (Uo +1)
constante.
- + _r
Ou bienry> 0 auquel casE(lJ = E(iJ SETI ( j P47
X Po p X p
et le nombre est : x, =[ay,a,,..] = g P0-1=Po"To
q q
On itére le raisonnement. Montrer qu’a un momemingo on arrivera au cas d’un reste nul.
Exemple : xzﬂ. Successivement 200=3x61+ 17a;=4; X = 44 —1—1 puis 50=4x11+ 6,
20C 20C 50
n
=9 Xy =— > -1 — qui est I'inverse d’un entier et finaleme n{6—1 1,1 Z(i)
50 10 200 4 4x5 4x54=(11
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