Ecrit 2-2013 CAPES Mathématiques

Epreuve 1. Probleme 1 : nombres irrationnels

Vous trouverez I'énoncé complet sur le site du CRHtp://capes-math.org/data/uploads/EP1_2013.pdf

1. Exemple de nombres irrationnels

1. Supposons\/ﬁ rationnel. Il existe deux entiers naturpl®t g premiers entre eux tels queg/ﬁz£ et
q

dans ce cas p? =ng?. Or, sip etq sont premiers entre eux, les entigret? le sont aussi.. D'aprés le

théoréme de Gausg? divisen : il existe un entier natureltel que :n = p2u .

Ou bienn =u =0 auquel cas est entier, de méme que sa racine carrée, oudsamtiersl etq vérifient la
relation :1=uqg? qui n'est réalisée que &i=u =q?, ce qui implique queg=1 et p> =n . L'entier n est
un carré. Ainsi,v/n rationnel implique\/ﬁ entier naturel. Par contraposition/,ﬁ non entier naturel
implique Jn irrationnel.

2.Un nombre premier n'a pas de diviseur strict, @snhtdonc pas un carré. Sa racine n'est pas urr eotie
est irrationnelle.

In2 . . . . . In 2
3. Supposonsﬁ rationnel. Il existerait deux entiers naturglet q premiers entre eux, tels quef:— =P
n n

q

donc tels que 29 =3P, Les entiers2 et 3 étant premiers entre eux, égkdité ne pourrait avoir lieu que si
les exposants sont nuls, ce qui contredirait I'lgpse ¢ etq premiers entre eux ».

4. Question classique

2. Preuve de l'irrationalité de 1t
1.1. P, (x)=(a-2bx)P,; ()

1.2.Aurang 1:P; (x)=(a-2bx)P,(x)=a-2bx. Cette dérivée est > 0 polr< X<2%:7ET et < 0 pour

T a a . , . . Vid
E:%<X<E:7T. La fonctionP; s’annule en zéro et em est strictement croissante S[L(D ; E} et

a

5 Si on suppose quB,_; a ces

strictement décroissante SEMI—ZT; n} Elle admet un maximum e§=

trois propriétés, au rang suivamtla fonctionP,, s’annule aussi en zéro et gnet d'apres lI'expression de

e . . . " a ,
1.1, sa dérivée est du signe de- 2bx. Celle-ci est strictement positive polk x<2— =— et strictement

! Siaest premier aveb, d’aprés la relation de Bézout, il existe deuxieza relatifsu etv: au+bv=1 et par

élévation au carré a(au2 +2buv)+ b2v? =1, relation qui prouve qua est premier aveb’. En appliquant cette
méme propriété aux entiek eta, il advient queb® est premier avea’.
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£ . m_a a . . . n .
negative pOUfE :% < X<E =r. Donc P, est aussi strictement croissante EOI’, E:| et strictement

.. T . . T a .
décroissante SUEE : 77] Elle admet aussi un maximum 951:%. Pour tout entien > 0, toutes les

iz n
. . . - a 4b
fonctionsP, présentent ce méme type de var|at|098p|Pn (x)| =R =— |=——
1.4.1, est I'intégrale d’'une fonction positive s[ﬁ; 71] c’est un nombre positif ou nul. De plus la fooicta

intégrer est une fonction continue §0r; 77 et qui prend une valeur strictement p05|t|ve—ée|qw est un

point de cet intervalle. L'intégralg est donc strictement positive (démo plus précisesdin autre sujet posé

en 2013)..
P2 &
" 2p (4o
a n
P, =
nl(ij
a’ 1

supérieur au nombreZB, ce quotient est plus petit quée, nombre strictement plus petit que 1. C’est un

. Pour tout entiem

1.5. Le quotient de deux termes consécutifs de cettte Rt :

critere de convergence vers zéro de la suite.

a

Puisque0< | <j”P(
n-— o n 2b

a : L : .
deznPn(%J, la sune(ln)est minorée par la suite nulle et majorée par une

suite convergeant vers zéro. D’aprés le théoreragyerdarmes, cette suite converge elle aussi gers z

2.1.Pour0<k<n- 1 P, se présentant sous forme de produit, on peut dérmesila formule de dérivation

IZ%rkY . .
d’'un produit de Leibniz f(k)=2(}u(‘)v(k'l) avec u=x"et v=(a-bx)". On peut écrire:
j=0 J

U(j)(X):ﬁXn_j et V(k_j)(x):(n+!+j)!(— b)*" (a-bx)"™ "1 pour des ordres de dérivation
convenables.
k k nl . . _ .
Elle donne ici : P& (x)= (j . X" x (=b)< I (a=bx)"* ce qui est licite car pour
0 ,ZOJ (=i n-k+j) (=b)"(a-b)

tout j<k, les entiersn—j etn—k+ j sont tous les deux strictement positifs. Il s’@nqu’en zéro aussi

: ,.a , L R :
bien qu enE, chacun des termes de la somme s’annule puisgieprésente a la fois un termeent un

terme en(a—bx) dont I'exposant est strictement positif . Dans@asla :P,*)(0) = Pn(k)(%j =0
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2.2.Pourn<k <2n, la formule de Leibniz peut étre reconduite a @ de convenir que lorsque I'ordre
de dérivation d’'un terme du produit dépasska dérivée correspondante est nulle.
En zéro, il y a un seul terme de la somme qui marsile pas, celui ou on a dériméois exactement la

fonctionu (c'est-a-dire celui tel qug=n): P,*)(0) =ma2”_k (=)™
Sil'on posek=n+i (avecO<i < npar conséquent) (Zn - kl;!(k - n)' = (r(ln—+i )II): ;= (n :Ii)! (TJ , hombre qui

est manifestement un nombre entier natLPg@f)(O) est donc un entier relatif.

a . : o e
En 5 il y a un seul terme de la somme qui ne s'anpag, celui ou on a deérivé fois exactement la
: < . . : a k! - -
fonctionv (c'est-a-dire celui tel que— j =n). On obtient: P,K[2|=— " _a2mk (Lq)npkn g

b) (k-n)(2n-k)
on conclut de la méme maniere qu’en zéro.

2.3. P, est un polynbme de degrén.2Ses dérivées d'ordre2n+ sont nulles. Dans ces cas-la:

p ()(0) = pn(k)@ -0

3.1. On ne perd pas de vue gBget ses dérivées successives prennent des valgigres relatives aussi

. , . a
bien en zéro qu e%— =7T.

Par une premiére i.p.p.;, =f:/b P, (x)sinxdx=[- P, (x)cosx]3’® + J':/b P,"(x)cosxdx.

Le crochet est un nombre entier d’aprés la questiboédente. Reste a s’occuper de l'intégralemesta

alb , , . al/b alb (2) . . .
. P (x)cosxdx=[P,"(x)sinx]3"® - . P (x)sinxdx. Le crochet est nul puisque le sinus prend la
. - . a \ .
valeur zéro aussi bien en zéro qugnz 77. Reste a s'occuper de l'intégrale restante.

:/b P, (x)sinxdx= [— p,2 (x)cosx]glb + :/an(3) (x)cosxdx

Le crochet est un nombre entier relatif d’apréegjl@stion précédente. Reste a s’occuper de lingégra
restante.

On va continuer comme ¢a, en obtenant un coup achet nul, un coup un crochet entier relatif, et en
augmentant a chaque fois d'un rang l'ordre de dfiom. Au bout d’'une succession @a+ i.fp.p il n'y
aura plus a « s’occuper de l'intégrale restantar>oa sera arrivé a devoir intégrer la fonctiorlend, sera la
somme de nombres tous entiers relatifs. (Vu qu'a@montrel , > Q cette somme d’entiers relatifs doit

étre au bout du compte un nombre entier stricteipesitif)

3.2. En supposant que est rationnel, on a donc démontré d’une partlq@st une suite de nombres réels
strictement positifs convergeant vers zéro et déapart que tous ldg sont des nhombres entiers. Ces deux
propositions sont contradictoires, une suite dastistrictement positifs ne peut converger quellsi e
stationne sur un entier strictement positif. Ndtypothése de rationalité adedoit étre abandonnée.
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3. Développement en série de Engel

1. La série de termes positi(§n) est majorée terme a terme par la série géométdqueremier terme

iet de raiSOHl— gui est une série convergente de IinEtel—]L:L. Elle est donc elle-méme
ap ap a )1 1-a
o

o . 1
convergente vers une limite inférieure ou egaJle—a— .
)

On peut ajouter gque cette limite est strictemepéseure a—, qui est le premier terme de la somme.
2l

21 a 23. La suite (x,) est défnie par la formule de récurrence:

Xnt1 = (1+ E(%Dxn -1=x, + X, E(Xi] -1
n n

Le premier terme de cette suite est par hypothesembre réel strictement positif.

Or pour tout nombre réel strictement pOSit-I:!‘r ~l< E(Ej < 1 et par conséquentl- X < X E(EJ <1.
X X) X X

. . : " 1
Supposons que pour un ramgx, soit un reel strictement positif. Alor<0:< x,,; = X, + X, E[—j -1<x,.
n

La stricte positivité des termes de la siitg) est héréditaire.
La suite (xn) est bien définie et il s’agit d’'une suite de réstisctement positifs. En prime, on obtient la
décroissance de la suife, ). Cette suite est de ce fait majorée par 1.

La suite [—J est une suite croissante et minorée par 1, eUeUeqfonctlon partie entiere est une fonction
Xn

. . 1 . . L
croissante, la suité+ E(— est une suite croissante et minorée par 2.
Xn

Au passage, on peut noter que puisgpe agx, — et que :x=i +i[a1,a2,...], le nombrex; admet lui-
9 G
méme un développement en série de Engel quixgst [al,az,...].

Xn

2.4. Considérons la suite ESn_l +
ag..8p

J. Si on compare deux termes consécutifs, ils soatnég

X 1 ax, -1 X ©os .
Sy +—" =g .+ +—1——=5 ,+———. Il s'agit la d'une suite constante, tous ses
ag..a, ag..a, 8g..4, ag..ah

, . . X1 1+% 1+(agX-—
termes sont égaux a son premier terme, quuel:vﬁéj'&—l = 1= (ao )
a A ap

Du fait que la smte(xn) est majorée par 1, la limite quandend vers linfini de la swt{”—”j est nulle,
ag.. A,

etx représente bel et bien la limite de la SL(E@). Le nombrex admet un développement en série de Engel.
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3.1. De maniére générale :Snzsno_l+;[i+...+ 1 J En passant a la limite:

g8 1 | @n, -8y

[ao,....] =Syt [ano, ..... ] Si une autre suite de Engel coincide avec cefpeur ses, premiers
ag--Any-1
termesb, = b, 1 =4 on a aussi[b ]- S +;[b ] L’égalité des deux limites
o—ao aeay no_l— n0—1’ (OEEREERE lan no—l ao a . nO’ ..... . g
-

a gauche des signes égale équivaut a I'égalitdeleslimites a droite des signes égale.

3.2. Vu la question 1, on peut dire quel—:< X< . D’ou on déduit d'une part qu&}<a0 et d'autre
a X

1 . . , , 1.1 R
part queay <— +1. Par consequerd, est I'unique entier se trouvant dans I’mterva]le = +1} . Quant a
X X X

lui, E(Ej est par définition de la partie entiére I'uniqurtier se trouvant dans I'intervall}1 -1 ;1} . Ces
X X X

deux entiers different exactement d’une unité.

3.3.La questior3.2 montre que[ao,al,...] =[b0,bl,...]:> ap =by et si on y adjoint le résultat de la question

[al,az...] :[bl,bz...]

. Des lors, il suffit d'itérer cette implication,
ag =by

3.1, on obtient :[ao,al,...] =[b0,bl,...]:>{

I'égalité [ao,al,...]z[bo,bl,...] impliqgue de proche en proche gqag =b,, pour tout entier naturel. Tout
réel de]O ; 1] admet un et un seul développement en série del.Eng

1 1

4.1. [ao,al,..]:%(:nﬂ c-1 n‘ m

4.2.[ag,ay,..]= Y ! e

n=0 (n+2) i((ﬁ;)l) o

1011 = - 1
43 [ao’al""]_5+ﬂ+6+"' Zoﬂ g(m)\(zm)wz-nn
3. L ) :
= go—(z %) cos1)-1 - —

1
Le logiciel nSpire trouvet.2 mais non pag.3. el Z((ZH)!‘
Cependant, la comparaison de la limite présunt 1
avec un terme de rang élevé est tr us])
encourageante.
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e =
5. - -

r(\/_) _ 22 23 24 _ 2n+2 ;((2- nl+2)1) ;(m
coshy2 _2_I+E+g+"'_§()—(2n+4)! ; T

N 22 2 cosh(l)flf !
. On est amené a posepy =— =—— et de ;((ZW)!
4~ 4x3 :

2n+2

maniére plus généralea;, = 2 . Z Gt 4"2((2.(‘2;14‘)1
(2n + 4) X (2n + 3) n=0 n=0.

Les résultats affichés ci-contre  sor <

encourageants quant a I'exactitude de no “Sh(ﬂﬂfz

résultat.

2.E-14

2n+2

(2 nra)t

n=0

2
|

6. Sens réciproque :Supposons que la suil(an) stationne a partir d'un certain ramg: a, =c pour

1 1 , .
nzng. Alors: x=38, 4+ X 1’ qui est un rationnel.

aoalano_l Cc—

Sens direct :Supposons quexzﬁ (avecpp et g non nécessairement premiers entre eux, de touba fac
q
cette propriété va se perdre aprés itération).

Soit : q = pyUg * o la division euclidienne du dénominateur par le éateur, ave®<r, < p; .

Ou bienry= 0 auquel cag est I'inverse d’un entierx =1 ;nﬂ la suite associée est une suite
Uo s0(up+1)
constante.
. - +qg-r
Ou bienr,> 0 auquel casE(lJ = E(iJ =up =370 | & nombrea, est:a, =1+ E(Ej =P*470
X Po p X p
et le nombreq est 1 x; = [al,az,...] = a(,&—lzM .
q q
Po~fo _ P1

On itére le raisonnement avec maintenaxt =
q q

Soit g = p,u; + 1, la division euclidienne du dénominateur par le acateur, ave®<r, < p; < pg.

. ) , . 1 1 . .,
Ou bienr; = Oauquel cax; est I'inverse d’un entierx; =— = Z la SU|te[a1,a2,...] associée

U 2o (Ul +1)n+1 ’
est constante et la s iaa%,al,...] stationne a partir du rang 1.

: -r
Ou bienr; > Q auquel cas le nombrg est : x, :[az,a3,...] :alﬂ—lzb =Pz

q q

Soit g = p, u, +r, la division euclidienne du dénominateur par le étateur, ave®<r, < p, < p; < Py -

, . . 1 , .
Ou bienr, = Oauquel ca; est I'inverse d’'un entierx, =— = la SU|te{a2,a3,...] associée

U o (Uz +1)n+1 ,
est constante et la SL{i&%,al,...] stationne a partir du rang 2. Ou bien, ....

En itérant le raisonnement, on crée une suite d@anote d’entiers strictement positfsLa décroissance est

stricte tant que la division euclidienne du dénaténr par le numérateur ne donne pas un restdJnal.
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suite décroissante d’entiers positifs étant néaessant stationnaire, au bout d’'un nombre finiéétions
cette circonstance va se produire. La s(ﬁ;@ est stationnaire a partir d’un certain rang.

Exemple : xzﬂ. Successivement 200=3x61+ 17a;=4; X =£ =1—1 puis 50=4x11+ 6,
20C 20C 50

n
ay=5; X% =>-1 qui est l'inverse d'un entier et finalements =24+ 1 4 1 > 1
50 1C 200 4 4x5 4x5 11

nz1
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